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PROLOGO

La fisica, ciencia que estudia los fenémenos fisicos que ocurren en la natu-
raleza, establece los fundamentos cientificos para las carreras técnico-cientificas
que ofertan las politécnicas y universidades en el pais y en el mundo.

Esta asignatura correlaciona las interacciones de las diversas propiedades de
la materia, identificando sus caracteristicas mediante las magnitudes que inter-
vienen en dichos fenémenos para, mediante el método cientifico, establecer las
leyes que las rigen, que son correlaciones entre tales magnitudes.

El estudiante que inicia sus estudios en el nivel superior debe conocer y com-
prender estas magnitudes, desde dos puntos de vista; el primero el de los sistemas
de unidades que se clasifican en fundamentales y derivadas, y la manera de definir
dimensionalmente a las segundas en funcion de las primeras.

El segundo enfoque de las magnitudes es en base a su definicion, resultan-
do ser las escalares y las vectoriales, los métodos y técnicas de identificarlas y
expresarlas en forma grafica y analitica, como también de realizar las diferentes
operaciones con ellas.

Finalmente, es indispensable que nuestro alumno disponga del conocimiento
de estas herramientas cientificas, que le permitird expresar sus leyes, en forma de
funciones, manifestadas en forma de graficas, ecuaciones y tablas de resultados
experimentales, tanto en estas ciencias fundamentales, como en las de especiali-
zacién que se analizaran posteriormente.
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INTRODUCCION

Por la experiencia y la convivencia de los autores con los estudiantes que em-
prenden el camino hacia la bisqueda de su profesion en carreras técnico-cienti-
ficas, y dada su formacion académica en la Espoch, particularmente en la carrera
de Ingenieria Mecanica, esta nobilisima institucién nos dio la oportunidad de
moldear a la materia prima mas relevante del universo, como es el ser humano,
compartiendo y aprendiendo con nuestros alumnos. jA conocer la ruta del co-
nocimiento, para mas tarde aplicarlo en la solucién de los problemas técnicos y
practicos de la sociedad!

La mayoria de facilitadores universitarios consideran que los estudiantes que
ingresan a este nivel tienen suficientes conocimientos basicos sobre las unidades
que vamos a tratar en este «primer texto». Con estos supuestos, empiezan a de-
sarrollar sus asignaturas, entre ellas, Fisica, que, para las carreras de ingenieria y
afines, es considerada como la ciencia fundamental, que establece los cimientos
para las asignaturas de especialidad y de carrera de estos futuros profesionales.
Por tales razones, ponemos a consideracion esta herramienta indispensable.

En la primera unidad, presentamos en forma amplia la organizacién de las
magnitudes en los sistemas de unidades, refiriéndonos de forma particular al sis-
tema que, en Ecuador y en un 90 % de paises en el mundo, tiene que ser usado
obligatoriamente al hacer ciencia, como es el sistema internacional de unidades
(SI). Esto no quiere decir que podemos evitar que se utilicen otros sistemas y otras
unidades para medir magnitudes, incluso para mayor comodidad del ser huma-
no. Pero, al resolver un problema o ejercicio, se debera utilizar el SI. Para ello, el
estudiante debe ser experto en transformacion de unidades con los factores de
conversion.

Ademas, para demostrar que las propiedades de la materia y sus interacciones
tienen una relacion directa, se han elegido unas pocas magnitudes (o dimensio-
nes), como fundamentales. Estas, junto con todas las demds magnitudes, que son
muchas, sirven para desarrollar los diversos campos del conocimiento en las cien-
cias que se fundamentan en la fisica, como la mecanica, los fluidos, la termodina-
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mica, la 6ptica, el electromagnetismo, por mencionar algunos. Se demostrara que,
al realizar un analisis dimensional, es posible definir las magnitudes en funciéon de
las fundamentales. Igual se puede hacerlo con sus respectivas unidades.

Se ha incluido una serie de ejercicios resueltos explicitamente detallados para
facilitar la comprension del estudiante, para que luego pueda resolver los ejerci-
cios propuestos que le presentamos.

Las ciencias basadas en el universo, como la fisica, que tratan de explicar
cientificamente el impresionante y complejo funcionamiento de este, han permi-
tido al ser humano crear eventos cientificos de aplicacion, en sistemas tecnologi-
cos y practicos que han dado lugar al desarrollo del mundo moderno en todos los
campos para el buen vivir de la humanidad.

Al aplicar el método cientifico en el desarrollo del conocimiento, este se debe
expresar como resultado de la observacion de un fenémeno y las magnitudes que
intervienen en dicho fenémeno, para luego establecer las hipotesis propuestas,
comprobarlas, realizando un experimento que permita medir cuantitativamente
esas magnitudes y con un conocimiento de funciones, expresarlas en forma de
graficas y ecuaciones (o férmulas). El estudiante ya debe, en este nivel, manejar
compresiblemente el tema de «graficas y funciones».

Ahora si, lo mas importante para desarrollar las ciencias es utilizar e iden-
tificar las magnitudes. Debemos no solo clasificarlas dentro del grupo de fun-
damentales y derivadas, sino también definirlas. Desde este punto de vista, a las
magnitudes se las clasifica en escalares y vectoriales. Las magnitudes escalares
son faciles de definir, porque se lo hace con un solo elemento que es su modulo
(nimero real + unidad de medida), pero las magnitudes vectoriales, ademas del
modulo, requieren de dos elementos mas, que son direccion y sentido. Por ello,
para su definicion, se requiere conocer métodos geométricos y trigonométricos
fundamentales, especialmente cuando su direccion ubica estas magnitudes en el
espacio tridimensional donde se requiere saber de la mecanica de proyecciones.
Por tal razon, el quinto y sexto capitulo tratan de este tema, desarrollando varios
ejercicios resueltos de vectores en el espacio, en el plano y las diferentes formas de
expresar a estas magnitudes, y sus respectivas operaciones para finalmente plan-
tear varios ejercicios propuestos.
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CAPITULO 1. UNIDADES Y MEDIDAS

1.1. HERRAMIENTAS QUE PERMITEN
DESARROLLAR LA CIENCIA

En este capitulo, el estudiante que inicia su carrera dispondra de ciertas he-
rramientas cientificas indispensables para trabajar en las ciencias experimentales
como la fisica y otras, en las cuales se debe medir cuantitativamente las magnitu-
des y expresarlas a través de unidades.

Es importante, ante todo, que el estudiante empiece familiarizandose con el
concepto de «magnitudes», que no son mas que propiedades que intervienen en
las interacciones de la materia, como masa, posicion, tiempo, volumen, velocidad,
carga eléctrica, voltaje entre otros.

A estas propiedades o magnitudes, las vamos a clasificar dentro de los siste-
mas de unidades y a definirlas unas en funcion de otras, realizando un analisis
dimensional.

1.2. GENERALIDADES

La necesidad de medir las magnitudes y establecer patrones para comprobar-
las forma parte de las bases esenciales de comunicacion entre los seres humanos.
La vida de relacidn exige al hombre expresar racionalmente las caracteristicas y el
valor de las cosas para hacer posible su utilizacion y su intercambio.

Pasaron muchos siglos antes de que la humanidad encontrara el camino para
adoptar un lenguaje universal, sistematizado y permanente que responda a las
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exigencias evolutivas de la ciencia, la tecnologia y el comercio. Los intereses in-
volucrados en la adopcion de tal sistema sitiian estas decisiones en la esfera de
competencia de los estados. Los griegos, los romanos, los sefiores feudales y las
modernas naciones industriales han ejercido el imperio en cuanto a los patrones
de medida a través de los tiempos y, alternativamente, han auspiciado u obstruido
el entendimiento universal en esta materia, necesariamente afectada por los con-
flictos econdmicos entre los grandes paises.

El esfuerzo persistente de los cientificos llevo, después de muchos intentos, a
adoptar convenciones alrededor de los sistemas de medicion, los cuales despeja-
ron el camino para una mejor difusion de la ciencia y de los adelantos tecnologi-
cos, lo mismo que para el desarrollo del comercio mundial.

Con la adopcién del sistema métrico decimal en Francia, a finales del siglo
XVII, y con la adhesion posterior de una gran parte del mundo a la Convencién
del Metro, se logro6 el marco juridico y operativo de un sistema universal de me-
didas, que se ha venido perfeccionando paulatinamente, hasta llegar a lo que hoy
se denomina Sistema Internacional de Unidades (SI), adoptado por la XI Confe-
rencia General de Pesas y Medidas (CGPM) en 1960 [1].

1.3. DEFINICIONES GENERALES

1.3.1. Simbolo literal

Es un conjunto de letras, escrito sin punto final, usado para representar un
concepto, Ejem: con SI se representa el concepto Sistema Internacional de Uni-

dades.

1.3.2. Abreviatura

Es el conjunto de letras tomadas de una palabra, escrito con punto final, usa-
do para representar dicha palabra, ejemplo: Dr.
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1.3.3. Magnitud

Es una propiedad de la materia que, siendo capaz de aumento o disminucion,
es susceptible de ser medida.

1.3.4. Unidad de medida

Es una magnitud que se escoge arbitrariamente como término de compara-
cién de las demas magnitudes de su misma especie.

1.3.5. Medida de una magnitud

Es un nimero real que, acompanado de la unidad de medida, expresa las ve-
ces que la unidad de medida esta contenida en la magnitud objeto de la medicion.

1.3.6. Patrones de las unidades

Para realizar mediciones, escogemos patrones que son magnitudes de la mis-
ma especie de aquellas que se van a medir. Estos patrones tienen dos caracteristi-
cas primordiales: la accesibilidad y la invariabilidad.

1.3.7. Sistema de unidades

Es un conjunto coherente, sistemadtico y organizado de unidades que tiene
una y solo una unidad para cada magnitud, adoptada convencionalmente.
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1.4.SISTEMAS ABSOLUTOS

A pesar de que los ecuatorianos tenemos la obligacion de utilizar unicamen-
te el Sistema Internacional de Unidades. Sin embargo, las potencias industriales
a escala mundial, como la angloamericana, obligan a utilizar otros sistemas de
unidades, como los sistemas absolutos. Estos sistemas han seleccionado como
magnitudes fundamentales las siguientes: longitud, masa y tiempo.

Tabla 1.1 Sistemas absolutos

Magnitudes fundamentales: unidades de longitud, masa y tiempo
Nombre Longitud Masa Tiempo
MKS metro (m) kilogramo (kg) segundo (s)
CGS centimetro (cm) gramo (g) segundo (s)
MTS metro (m) tonelada métrica (t) segundo (s)
INGLES pie (ft) () libra comercial (Ib) segundo (s)

14.1. SISTEMAS GRAVITACIONALES

Estos sistemas seleccionan como magnitud fundamental a la fuerza, en lugar
de la masa, y como la fuerza (peso) depende de la aceleracion de la gravedad y
esta seria de acuerdo con el lugar en el universo, se denominan «sistemas gravi-
tacionales».

Tabla 1.2 Sistemas gravitacionales

Magnitudes fundamentales: unidades de longitud, fuerza y tiempo
Nombre Longitud Fuerza (F) Tiempo
Técnico metro (m) kilogramo fuerza o kilo- segundo (s)

pondio (kgf, kp, kg)
Inglés pie Libra fuerza (Ibf, Ib) segundo (s)
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1.5. SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES (SI)

1.5.1. Sistema internacional de unidades

Es el sistema de unidades adoptado por la undécima Conferencia General de
Pesas y Medidas (CGPM) en el afio de 1960. Actualmente, este sistema se basa
en siete unidades fundamentales correspondientes a las siguientes magnitudes:
longitud, masa, tiempo, intensidad de corriente eléctrica, temperatura termodi-
namica, intensidad luminosa y cantidad de sustancia. Este sistema se basé en el
sistema MKS; por ello es un sistema absoluto (SA).

15.2.S1

Es el simbolo adoptado por la undécima CGPM en 1960 para que represente
internacionalmente el nombre SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES.

1.5.3. Unidades SI

Son las unidades fundamentales, suplementarias y derivadas que forman un
conjunto coherente y pertenecen al SI.

Tabla 1.3 Unidades SI fundamentales

Magnitud Unidad SI Simbolo

Longitud metro m

Masa kilogramo kg

Tiempo segundo S

Intensidad de corriente eléctrica amperio A
Temperatura termodindmica kelvin K
Intensidad luminosa candela cd
Cantidad de sustancia mol mol
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1.5.4. Magnitudes y unidades fundamentales

Son magnitudes y sus unidades correspondientes SI, consideradas por la con-
vencion como mutuamente independientes que no estan definidas en términos
de otras.

1.5.5. Magnitudes y unidades suplementarias

Son magnitudes y las unidades correspondientes SI, que por motivos especia-
les no han sido clasificadas por la CGPM en 1960 ni como fundamentales, ni de-
rivadas. Algunas veces es conveniente considerar el angulo plano y el angulo sé-
lido como magnitudes dimensionalmente independientes de otras; sus unidades
son el radian y el estereorradian; serian entonces fundamentales. Sin embargo,
en otras ocasiones es conveniente considerar el angulo plano como un cociente
entre dos longitudes, y el dngulo sélido como un cociente entre la superficie y una
longitud elevada al cuadrado; sus unidades serfan entonces derivadas.

Tabla 1.4 Unidades SI Suplementarias

Magnitud Unidad SI Simbolo
Angulo plano radidn rad
Angulo sélido estereoradidn sr

1.5.6. Magnitudes y unidades derivadas

Son las magnitudes y unidades correspondientes SI definidas en términos
de las magnitudes fundamentales y/o suplementarias y sus unidades se forman
mediante multiplicaciones y/o divisiones, dimensionalmente adecuadas de las
unidades SI, fundamentales y/o suplementarias sin la introduccion de factores
numeéricos, y se clasifican en unidades derivadas que tienen nombres especiales y
unidades derivadas que no tienen nombres especiales.
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Tabla 1.5 Unidades Si derivadas que tienen nombres especiales

Magnitud U“é‘llad Simbolo |—— Eqmvalem'(i) dﬁiﬁlﬁ .
Frecuencia Hertzio Hz 1/s s [T
Fuerza Newton N m-kg-s? [LMT 2]
Presion Pascal Pa N/m? m'-kg-s? [L'-M-T?]
Energfa, tra-
bajo, cantidad Julio J N-m m?- kg - s? [[?-M-T7]
de calor
Potencia,
flujo de Vatio w Iis m?- kg - s? [L7-M-T-]
energia
Cantidad de
ierg;‘“dad ° | culombio| € A-S S-A T 1]
eléctrica
Diferencia de
potencial o Voltio Vv W/A 2-kg-st Al | [I2-M-T3-17]
voltaje
gzgigiad Faradio F C/V 2. kg'- sHAZ | [L2-MI-TH 17
g‘éiﬁz;‘“a Ohmio Q VIA kg5 A2 | [12-M-T?-17
g‘efzg‘iffma Siemens | S AN 2okgl s AL | (L2 M T 17
Ezfg‘r’léﬁco Weber | Wb Ves | mokg-S2TAT | [2-M-T2 1
Densidad de
flujo Tesla T Wb/m? kg-s?-A' [M'-T=2-1"]
magnético
Inductancia Henrio H Wb/A m?-kg-s?2-A? | [L2*M-T?-17]
Fulgiionoso Lumen Im cd x sr cd - sr [} - w]
Iluminacién Lux Ix Im/m? Im/m? [L?- - 0]

a) Expresion en términos de otras unidades SI
b) Expresion en términos de unidades SI fundamentales y/o suplementarias.
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Tabla 1.6 Unidades SI derivadas que no tienen nombres especiales

Magnitud Nombre Simbolo (a) Simbolo (b)
Superficie Metro cuadrado m? m’
Volumen Metro ctibico m’ m’
Densidad de masa Kilogramo por 3 5
(densidad) metro ctibico kg/m m’- kg
Velocidad lineal |
(velocidad) Metro por segundo m/s m-s
Velocidad angular Radién por segundo rad/s s!-rad
Aceleracién Metro por segundo m/s? m-s?

cuadrado
Aceleraci6n angular Radidn por segundo rad/s? s? - rad
cuadrado
. o Newton-segundo por ) -
Viscosidad dindmica N-s/m m°-s
metro cuadrado
Viscosidad Metro cuadrado por , o
. . m?/s m°-s
cinematica segundo
In‘Eens.ldad de campo Voltio por metro V/m ;N/C m-kg-s3- A’
eléctrico
Inten§1Qad de campo Amperio por metro A/m m'-A
magnético
Fuerza magneto . .
matriz Amperio (espira) A A
Luminancia Candela por metro cd/m? m?-Cd
cuadrado
Niimero de ondas Unidad por metro 1/m m’!
Entropia Julio por kelvin J/K m*kg - s%-K!
. Julio por ) >y n
Calor especifico kilogramo-kelvin Jikg - K) m?-s2-K
C,onc.luctlwdad Vatio por Wim - K) m-kg-s° K
térmica metro-kelvin
Intensidad radiante Vatio p or estereo Wisr m*-kges?-sr!
radidn
Actividad Unidad p(‘::r)segundo /s 5!

a) Los simbolos indicados en esta columna son los tipicos de estas unidades.
b) Expresion en términos de unidades SI fundamentales y/o suplementarias.

¢) Esta unidad es diferente del hertzio por cuanto se refiere a fenémenos no periédicos.
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Son magnitudes formadas mediante la multiplicacién de las unidades SI por

1.5.7. Muiltiplos y submuiiltiplos de las unidades SI

determinados factores numéricos decimales. Los multiplos y submultiplos de las
unidades SI, no son consideradas como unidades SI (a pesar de pertenecer al SI)
por cuanto no forman un conjunto coherente.

Se usaran los PREFIJOS SI y sus simbolos para formar, respectivamente, los
nombres y los simbolos de los multiplos y submultiplos de las unidades SI.

Con excepcion de los multiplos y submultiplos de las unidades SI de masa, los
nombres y los simbolos de los multiplos y submultiplos de las unidades SI fun-
damentales, suplementarias o derivadas que tengan nombres especiales, deberan
formarse anteponiendo los prefijos a los nombres de las unidades, o los simbolos
de los prefijos a los simbolos de las unidades.

Tabla 1.7 Prefijos SI

Muiltiplos Submuiltiplos
Nombre Simbolo Factor Nombre Simbolo Factor
Yotta Y 10% Yocto y 10
Zetta Z 10* Zepto z 10
Exa E 108 Atto a 1018
Peta P 10% Femto f 1013
Tera T 10" Pico p 1012
Giga G 10° Nano n 10°
Mega M 106 Micro u 106
Kilo K 10° Mili m 1073
Hecto h 10? Centi c 102
Deca D, da 10! Deci d 10!
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Ejemplos:
cm = centimetro = 102 m prad = picoradian = 10** rad
mA = miliamperio= 107 A nF = nanofaradio =10° F

MHz = megahertzio = 10° Hz KK = kilokelvin = 10° K

1.5.8. Disposiciones generales

a) La division entre dos o mas unidades se indicara mediante una linea incli-
nada, una linea horizontal o potencias negativas.

rad
rad/s ; — ; s'xrad
s

b) En el simbolo de una unidad derivada podra aparecer solo una linea incli-
nada.

Ejemplos:
Escritura correcta: m?/s; m x s~
Escritura incorrecta: m/s/s

c) Todas las unidades que aparezcan inmediatamente después de una linea
inclinada seran consideradas como colocadas en el denominador de la expresion,
y cuando sean dos o mds deberan agruparse con paréntesis. Se recomienda no
usar paréntesis para agrupar las unidades que aparezcan en el numerador (antes
de la linea inclinada).

Ejemplos:

Escritura correcta: m?*- kg/(s*- K) ; m - kg/s

Escritura incorrecta: m*-kg/s*- K; m/kg - s

d) La palabra «POR» utilizada dentro del nombre de una unidad derivada,
significard «PROPORCION» y reemplazara a términos tales como «para», «so-
bre», «por cada, etc.
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Ejemplo:
m/s = metro por segundo
N - m/c = Newton-metro por coulombio

e) No deberdn combinarse nombres y signos al expresar el nombre de una
unidad derivada:

Ejemplos:
Forma correcta: m/s o metro por segundo
Forma incorrecta: metro/segundo; m/segundo

f) Los nombres y los simbolos de los multiplos y submultiplos de las unida-
des SI de masa, deberan formarse anteponiendo los prefijos a la palabra «gramo»,
o los simbolos de los prefijos al simbolo «g» a pesar de que es el kilogramo y no el
gramo, la unidad SI fundamental [1].

1.6. Anadlisis dimensional o relacion entre magnitudes

Se han definido las magnitudes fundamentales como aquellas magnitudes
independientes de otras, mientras que las magnitudes derivadas son las que se
derivan de las magnitudes fundamentales y/o suplementarias. En este tema, que-
remos expresar la relacion de las magnitudes derivadas con las fundamentales
y/o suplementarias de las que se derivan. Estas relaciones o magnitudes derivadas
(Dv.) en funcidén de las magnitudes fundamentales y/o suplementarias se llaman
«ANALISIS DIMENSIONAL?». Para expresar estas ecuaciones, necesitamos uti-
lizar una representacioén o simbologia de las magnitudes fundamentales y suple-
mentarias, que es la siguiente:
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Tabla 1.8 Simbolo de magnitudes para expresiones dimensionales

N° Magnitud Simbolo
1 Longitud L
2 Masa M
3 Tiempo T
4 Intensidad de corriente eléctrica 1
5 Temperatura termodinamica 0 (Teta)
6 Intensidad luminosa VY (PSI)
7 Cantidad de sustancia N(NU)
8 Angulo plano o (ALFA)
9 Angulo sélido ® (OMEGA)

Cuando queremos hacer un «<ANALISIS DIMENSIONAL», recomendamos
que, en primer lugar, se determine una relaciéon entre unidades, y se la exprese de
manera ordenada como en la siguiente relacion general:

D=m*-kg’-s°- A- K- Cdf- mol8 - rad" - sr' (1.1)

En donde:
D = unidad de una magnitud derivada
m, kg, S, ..., Sr= unidades fundamentales y suplementarias

a, b, ¢, ..., i= numeros enteros (+) o (-)

Una vez que se dispone de la Ec (1.1) pasamos a representar la ecuacién que
muestra el analisis dimensional propiamente dicho que es la siguiente:

[Dv]=[La-Mb-Tc-Id-0e-yf- Ng- ah - wi] (1.2)
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En donde:
Dv = magnitudes derivadas
L,M, T, ..., W = simbolos magnitudes fundamentales y suplementarias en orden

a, b, ¢, ..., 1 =numeros enteros (+) o (-)

Ejemplo 1.1

Exprese la ecuacion dimensional para la fuerza (FR):

Solucion

« En primer lugar, hallamos la relacién entre unidades. En este caso de la
unidad de fuerza [Newton (N)] en funcion de unidades solo fundamenta-
les:

« Para ello consultamos una definicién cuantitativa de la fuerza (FR). Segun
Newton tenemos que:

FR=m-a(A)

En donde:

m = masa se mide en kg

a = aceleracion que se mide en m/s”

Partiendo de (A) encontramos una relacion entre unidades:

m
<2

N =kg-
S
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o Ahora ordenamos esta relacion de acuerdo con la ecuacion (1.1)

N=m-kg-s?

+ Finalmente partiendo de esta relacion expresamos la ecuaciéon dimensio-
nal para la fuerza en la forma ordenada de la ecuacion (1.2).

[FR]=[L-M- T

Ejemplo 1.2

A. Exprese la ecuacion dimensional para el trabajo (TR).

Solucion

o DPara expresar la relacion entre unidades, consultamos una definicion
cuantitativa del trabajo.

TR=F,-X (B)
En donde:
TR = trabajo [mide en Joule (J)]

FR = fuerza (mide en N)

X = desplazamiento (mide en m)
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De acuerdo con (B) encontramos:
J=N-m

Como: N Zkg-%
S

J=kg'm/s?m

Nos queda:
J =kg m?/s?

Ordenado: J =m? kg -s

B. Ahora expresamos la ecuacion dimensional para el trabajo, que seria la
misma para la energia:

[TR] =[L*-M-T7]

Ejemplo 1.3

A. Exprese la ecuacion dimensional para la diferencia de potencial o voltaje
(Vab).

Solucion

o Para expresar la relacion entre unidades, consultamos una definicion
cuantitativa de voltaje (Vab):

Vab =% (€)

q
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En donde:

Vab = diferencia de potencial (ddp) o voltaje [mide en voltio (V)]
TR = trabajo (mide en J)

q = carga eléctrica [mide en culombio (C)]

De acuerdo con (C) encontramos:

(D)

Al

B. Ahora, para determinar una relacion del culombio (C), consultamos una
definicion de carga eléctrica (q).

q=i-t (E)

En donde:
i = intensidad de corriente [mide en amperio (A)]
t = tiempo [mide en segundo (s)]

De acuerdo con (E) encontramos:

C=A-S
Remplazando en (D) tenemos:
J=Nm
- N-m
A-S
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Como: N Zkg-%
S

kg-%-m
V= N
Tenemos: V AS
Luego: V = kg-m”
A-S’°

Ordenando de acuerdo con la ecuacién (1.1): V =m’ -kg s -A™

C. Estamos en condiciones de expresar la ecuacion dimensional para la dife-
rencia de potencial (ddp) o voltaje (Vab):

[Vab|= [L2 M-T? -1 ]

Estos ejemplos utilizando las ecuaciones (1.1) y (1.2) sobre la base del Siste-
ma Internacional de Unidades (SI) se considera que han sido analizados dentro
de los sistemas absolutos de unidades (SA), pero a la vez también se podria ana-
lizarlos en los sistemas gravitacionales (SG) en los que se consideran los sistemas
técnico, inglés, etc. Si se desea hacerlo en los sistemas gravitacionales (SG) se su-
giere que se analice en primer lugar dentro de los sistemas absolutos (SI) y luego
simplemente las relaciones dimensionales se las pase al sistema gravitacional (SG)
o técnico utilizando la relacion dimensional obtenida para la fuerza (FR).

[Fl=[L-M-T7] (E)

Esta relacion nos permitiria pasar de sistemas gravitacionales (SG) a sistemas
absolutos (SA) y, despejando [M], nos quedaria:

[M]=[C"-F-T*] (F)
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En cambio, esta relacion nos servira para pasar de sistemas absolutos (SA) a
sistemas gravitacionales (SG) debido a que la unica diferencia entre estos sistemas
es de que en los absolutos se considera a la masa (M) magnitud fundamental y en
los gravitacionales, en lugar de la masa, se considera a la fuerza (F) como magni-
tud fundamental.

Ejemplo 1.4

A. Exprese la ecuaciéon dimensional para el trabajo (TR) en sistemas gravita-
cionales (SG)

Solucion

Simplemente, el resultado obtenido en el ejemplo anterior para el trabajo,
que esta en sistemas absolutos (SA), lo pasamos a sistemas gravitacionales (SG)
reemplazando la ecuacion (F) en este:

B. Exprese la ecuacion dimensional para la diferencia de potencial o voltaje
(Vab) en sistemas gravitacionales (SG). Procedemos de igual forma:

El resultado obtenido anteriormente:

[Vab]=[L* M-T7 -T"] =(S.A)
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Lo pasamos a SG a través de la relacion (F):

[Vab]z[L2-(L‘l-F T?)T? T =[E-L'-F-T?-TF 1]
[Vab]=[L-F T 1"]—=(SG.)

Para darle mayor aplicabilidad al analisis dimensional, consideremos las si-
guientes reglas:

o Toda ecuacion entre unidades (1.1) o ecuacion dimensional (1.2) debe re-
girse por reglas algebraicas.

o Una ecuacioén se la puede expresar solo entre unidades (1.1) o ecuacion
dimensional (1.2): reemplazando por la unidad (1) a: los nimeros reales
que no figuren como exponentes de alguna magnitud dimensional, a las
constantes adimensionales, a las funciones trigonométricas de angulos, a
los logaritmos de numeros naturales, es decir a constantes sin unidades.

+ Toda unidad fisica o dimension elevada a la cero (0) es igual a la unidad (1)
m’=kg'=SEA'L'M=T"=1'=1

o Toda ecuacion dimensional se debe presentar entre corchetes [2].

Ejemplo 1.5

La ley de la gravitacion universal establece que:

F =G 2

2
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En donde:
F = fuerza de atraccion gravitacional
m;, m, = masas de las particulas

d = distancia entre masas

A. Haga el analisis dimensional para la constante de gravitacion universal G
en los sistemas absolutos y gravitacionales.

Solucion

En primer lugar, identificamos las unidades de las magnitudes conocidas en
unidades fundamentales del SI (sistema absoluto).

F =N =m-kg-s?
mlomz :kg

d=m

Reemplazamos las unidades en la férmula y despejamos la constante G.

m-kg-s? =G ke 'i{g
m
G:m2 mkgs? mikg's”
kg’ 1
G=m’ kg s”

Pasamos a dimensiones (representacion de magnitudes):
[G]=[C-M"-T7]
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Este andlisis esta en sistemas absolutos (SA) lo pasamos a sistemas gravitacio-
nales (SG) al reemplazar el valor de la masa.

[M]= [L‘I-F-Tz] (F) y obtenemos:
[G]= [L3 (C'-Fo12) T ] =[C-LF T T ]

[G]= [L4 -FT ] —> (relacion en sistemas gravitacionales S.G)

Ejemplo 1.6

Un estudiante necesita recordar la ecuacion que relaciona a la posicion X de
la particula en funcién del tiempo (t) en el MRUV y no esta seguro de cual de las
tres relaciones es la correcta:

X = X t+v, +1/2 at’
X=X, +12 vt +at
X = X, +v,t+1/2 at®

En donde:

X, X, = distancias

a = aceleracion lineal
vo = velocidad inicial
t = tiempo

Demuestre, realizando un analisis dimensional de las ecuaciones presenta-
das, ;cual de ellas es la correcta?
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Para que una ecuacién sea dimensionalmente correcta todos los términos de-
ben tener las mismas unidades y/o dimensiones de acuerdo con el algebra. Com-

probamos esto, realizando el respectivo andlisis.

Con la primera ecuacion:

. 2 2
m=ms+m-s' +m-s>s

[L]=[LT]+ [LT-I] +[L]

Como las dimensiones de todos los términos en esta ecuacion no son iguales,

la ecuaciodn es incorrecta.

Con la segunda ecuacion:

m=m+m-s”' stm-s>-s
m=m+m+m-s”
[L]=[L]+[L]+ [ LT‘I]

De manera similar, no es la correcta.

Con la tercera ecuacidon tenemos:

m=m+m-s’- stm-.s?-s’
m= m+m+m

[L]=[L]+[L]+[1]

Luego definimos que esta es la ecuacion correcta.

35



Fisica. Fundamentos tedrico-practicos para ciencias e ingenierias

Ejemplo 1.7

La expresion: P = 2Xt* -Log (.71') +Yd +ZF
Es dimensionalmente correcta donde:
P= presion; t=tiempo;  d= densidad de masa; F= fuerza

Encontrar las relaciones dimensionales para [X], [Y] y [Z].

Solucion

En primer lugar, identificamos las unidades de las magnitudes conocidas y las
expresamos en unidades fundamentales del SI.

P=m'kgs?; t=s; d=m>-kg; F=m-kg-s”

Si la expresion presentada es dimensionalmente correcta, significa que las
unidades y/o dimensiones de cada término de esta deben ser iguales, segun el
algebra; por lo tanto, en unidades, las del primer término (presion) deben ser
iguales a las de cualquier otro término, as:

m™'-kg-s? = Xs?; despejando X tenemos :
m' -kg-s”

2
S

[X]=[C"M-T"]

X = =m' - kg-s”-s’=m"-kg-s” y endimensiones:

Luego:

m™ -kg-s* = Y-m”- kg ; despejando y tenemos

_10 . _2

y="1 "X8°5 i(g S —m m’-kg-kg' s?=m’-s”
m~- kg

[Y]=[C-T7]
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Y finalmente:

m™-kg-s? =Z-m-kg-s™ ;Despejando Z :

2 -2

-l. . -2
_m Xe's kg's =m'1-m'1-kg-kg'l-s'2-s=m

Z 2
m-kg-s

21=[v"]

Ejemplo 1.8

La fuerza centripeta (Fc) depende de la masa (m), de la rapidez lineal (v) y del
radio de giro del cuerpo en rotacion (r).

Hallar la féormula para la fuerza centripeta.

Solucion

Si no recordamos exactamente una férmula, pero, estamos seguros de que la
féormula depende de un solo término compuesto de varios factores entre magni-
tudes que si sabemos cudles son, lo que se hace es lo siguiente:

Fc =m"v'r?

Es decir, elevamos a exponentes desconocidos las magnitudes identificadasy,
realizando un andlisis de unidades y/o dimensiones, se determinan los exponen-
tes (x, y; z) asi:

Fc =m-kg-s”;m=kg;v=m-s"; r=m
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z

m -kg-s’=kg" (m s'l)ym
m -kg-s’=kg*-m’-s”m’
m-kg-s’=m’"-kg*s”
En Dimensiones:

L-M-T?]=[L""M-T”
[ I= ]

Para que la ecuacién anterior sea una igualdad, el primer miembro debe ser
igual al segundo, y para que esto sea asi, los exponentes de cada dimension deben
ser iguales:

Y+Z=1 (1)

X=1

-Y=-2=Y=2en (1) Z=1 -Y=1-2=-1
Z=-1

Con estos valores de X, Y y Z se puede definir la férmula [3].

Fc=m-v’-r'=Fc =mv?/r

1.7. Conversion de unidades

Debido a que la humanidad no utiliza un sistema tnico universal de unida-
des, una misma magnitud se mide en diferentes unidades. Por ejemplo la longitud
se expresa en metros (m), en pies (ft), en pulgadas (pul), en millas, en angstrom
(1&), en ano luz, etc.

Entonces, debemos saber como pasar de la longitud m, o en pie, a otras uni-
dades, que nos interesen. Para ello es necesario saber las relaciones entre estas
unidades, a las que llamamos «factores de conversion». La ciencia considera a las
unidades de medida como cantidades algebraicas, y asi se las puede operar como
en el algebra.
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Nota: en este texto se utilizard el punto (.) en lugar de la coma (,) para sim-
bolizar cifras decimales tanto en los ejercicios como en las tablas de factores de
conversion, y para separar cifras enteras de tres en tres (miles, millones) no se
empleard ningun simbolo como separador.

Ejemplo 1.9

Transformar 58 pies a m

Solucion

Para pasar de pie a m, consultamos la relacién que existe entre estas dos uni-
dades y encontramos que este factor de conversion es:

I-1m=3.28 pie-l

La ecuacion anterior expresada en forma de cociente seria:

Im
3.28 pie
3.28 pie

Im

=1

Son relaciones iguales o equivalentes. Entonces, para transformar de pie a m,
multiplicamos nuestra magnitud (58 pies) por un factor de conversion en forma
de cociente, por el adecuado para simplificar los pies y que nos resulte en m, ast:

58 pi¢” x ————=17.68m RESP.

Im
3.28 pi¢”
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Como hemos demostrado, un factor de conversion colocado en forma de co-
ciente es igual a la unidad (1). Por lo tanto, usted puede multiplicar una magnitud
por varios factores de conversion colocados en forma de cocientes, que jamas
alterara su magnitud, ya que los esta multiplicando por uno, y usted puede multi-
plicar por cualquier cantidad de unidades, que la magnitud no cambiara [4].

Ejemplo 1.10

Transformar 550 pul a m.

Solucion

Consultamos factores de conversion y encontramos:

Im=3.28 pie
1 pie= 12 pul

px€ Im
550 pul x =14 RESP.
12 puf 3.28 pie” "

Usted puede hallar factores de conversion de diferentes unidades en muchos
textos de fisica, quimica, u otras ciencias, como también en folletos y tablas pre-
paradas exclusivamente con este objeto.

Sin embargo, también queremos proporcionarle algunos «factores de conver-
sién» para algunas magnitudes principales [5].
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TABLA 1.9 Factores de conversion

Unidades de longitud

Im 3.28 pie =394 pul
1 milla 1609 m [milla terrestre (milla)]
1 pie 12 pul
1 yarda 09144 m
1 milla ndutica 1852 m
1(A) (Angstrom) 10 m
1 UA 1495 x10" m
1 afo luz 946x 10" m
1 parsec 3048 x 10 m

Unidades de superficie (AREA)

Im? = 10* cm? = 10.76 pie? = 1550 pul®

1 acre

4047 m?

1 ha

10* m?

Unidades de volumen

1 m®=10° cm® = 103 1 = 35.3 pie3 = 264 galones

11=10% cm3=1.057 cuartos = 0.264 galones = 1000 cm?

1 barril =42 galones = 159 1=0.159 m?

Unidades de masa

1kg 1000 g=2.2051b
loz 2835¢g
1 slug 1459kg=32.171b
1 vam 1.66x10%* g=1.66x 10 kg
1 UTM 9.8 kg

Unidades de fuerza
IN 10° dina = 0.2248 1bf = 7.233 poundal
1 Ibf 4448 N = 4.448x10° Ibf = 32.17 poundal
1 dina 10° N = 2.2248x10° 1bf = 7.233x10° poundal
1 kgf 9.81x10° dina=9.81 N

Unidades de energia
17 IN.m =107 erg = 0.7376 Ibf-pie = 9.481x10* BTU
1] 2.778 x 107 kWh = 0.2390 Cal = 2.390x10* kcal
lerg 107 J =1 dina-cm
1 HPh 1014 CVh
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Unidades de potencia

1BTU/s 0.252 kcal/s

1HP 1014 CV

1w 10-3 kW =0.00136 CV =0. 102 m kgf/s = 0.86 kcal/h

Unidades de trabajo
1] 0.278x10-6 kWh =0.378x10-6 CVh =0.102 m kgf
1 Kcal 4186 J =1.16x10-3 KWh = 1.58x10-3 CVh =426.9 m kgf
Unidades de presién
atm dina/cm? |puldeagua| cmHg Pascal Ibf/pul?> | Ibf/pie?
1 atmésfera = 1 1.013x10° 406.8 76 1013 x10° 14.70 2116
Idina por centime-lg oo 10a| 4015x10* | 7501x10° 0.1 1450 x10° [2.089 x10°
tro cuadrado =
Ipulgada 2458x10°| 2491 1 0.1868 249.1  |3613x107| 5202
deaguaa°C=
1centimetro de |
. o 1316 x10%| 1.333 x10* 5.353 1 1333 0.1934 27.85

mercurio a0 °C =
1 pascal = 9.869 x10-° 10 4015x10° | 7.501 x10* 1 1.450 x10*(2.089 x10*
1libra fuerza
por pulgada 6.805 x10%| 6.895 x10* 27.68 5.171 6.895 x10° 1 144
cuadrada=
1libra fuerza por " e 3

. 4.725 x10 478.8 0.1922 3.591 x10 47.88 6.944 x10 1
pie cuadrado=

A. Convertir 1200 millas a angstrom (A)

1200 mitfa x

1609 1A

1mitla

10" pf

Ejemplo 1.11

=1.9308 x10'° A RESP.

Solucion
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B. Convertir 5200 Pm a pie

Solucion

15 1 .
5200 prrr x 102, P 1000 | Ipie o109 RESP.
1ph 2.54emf Ipf 12pdl

C. Convertir 5 afios luz a yarda.

Solucion

X 12 3
5 apostiy x 2401 X10 kafl (10 pl 1yarda g 17y geargy  RESP,

1 afiettiz i 0.91443(

D. Convertir 325 Tm? a pul’

Solucion

s ><(10”;;4) (328915) (12pul )’
) ) ()

=5.037 x10*pul*> RESP.
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Ejemplo 1.12

Una particula tiene una masa de 1200 UTM vy parte del reposo (v, = m/s),
acelera uniformemente hasta alcanzar una velocidad final (v) de 120 milla/h, en
un tiempo (t) de 1.5 x 10? h. Determine la fuerza (F) aplicada a la particula en el
SI, sabiendo que: F=m-a;a= (v-v)/t.

Datos:

M = 1200UTM x 23 K8
UTM

=11760 kg

v, =0m/s
milla _ 1609 m h
X X

hora milla 3600s
3600 s

v =120

=53.63m §

t=1.5%10"h x =545

F =7(SI)
Solucion

Antes de reemplazar las magnitudes en las respectivas féormulas, se sugiere
que todas se transformen a un mismo sistema de unidades, en este caso al SI (lo
que se hizo adjunto en los datos).

o Calculo de la aceleracion (a):

(53.63 -0 )2
aZTS = a =993 m/s?
48

o Calculo de la fuerza (F):

F =m-a =11760 kg x9.93 m/s*
F =116776.8 N

44



Diego Guillermo Barba Maggi y Bernardo Ezequiel Barba Barba

Ejemplo 1.13

Una muestra de 4cido sulfurico concentrado es de 95.7 % en peso de H,SO,
y su densidad es 1.84 g/cm’.

a. ;Cudntos gramos de H,SO, puro contiene 11 de dcido?

b. ;Cudntos cm’ de 4cido contienen 100 g de H,SO, puro?

Solucion

Datos:

Concentracion muestra : 95.7 % de HZSO n

,0=1.84g/<:m3
3
v =11xw=1000cm3
a) m = pv x95.7%
3 ;957
m =1.84 g/cm x 1000cm” x
100

m =1760.9¢
m = 100g (H,SO, Puro)

Para una conversion de escalas termomeétricas son ttiles las siguientes relaciones:

o Re _C_F=32  K-273 R-492

4 5 9 5 9
Re = grados Reamur K= Kelvin
C = grados Celsius R = Rankine

F= grados Fahrenheit

45



CAPITULO II. EJERCICIOS RESUELTOS
Y PROPUESTOS DE UNIDADES Y MEDIDAS

1.1. EJERCICIOS RESUELTOS

« Sen, cos y tan entre paréntesis solo las que tengan angulo
Se presentan los siguientes ejercicios resueltos [7].

1. La siguiente ecuacion nos define la velocidad (V) en funcién del tiempo (T)
de un cuerpo que se desplaza sobre una superficie horizontal. Hallar [W].

(a) LMT" (b) LT )T (d) T )T
V =AW cos(WT)
V= velocidad (m s 1) = [LT '1],'T = Tiempo (s) =[T]

Como el argumento de la funcién cos: debe ser un angulo:

WT = 6( angulo)(rad) = adimensional = 1

WT =1=W =§ =T"'[W]=[T"]=(C) RESP (c).

2. Laférmula de la energia esta dada por F = M,
z
Si W = angulo de incidencia. Hallar [Z]
(@ M7'L°T~ (b) ML () M'LCT (LT
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E =energia (J=Nm=mkgs?*m=m?kgs?) =[ L*MT?]
W = dngulo de incidencia (rad) = adimensional = 1

Reemplazando dimensiones en la ecuacion tenemos:

emr2 =Lz - 5 ! 5
Z ’MT~

[Z] =[L"M"T* | =RESP. (a)

=L M 'T?

3. Laecuacién de estado de un gas ideal es PV = nRT
. N | 'k o 2 _ L—lMT—Z
P = presion E_m g8 |=

V = volumen (m?) = [L?]
n = cantidad de sustancia (mol) = [N]
T = temperatura termodinamica (K) = [6]

Determinar la férmula dimensional de la constante universal de los gases [R]
@1 ) IMT () CMT67 @LMT 6N (e CM’T°67'N~
Reemplazando dimensiones:

L'MT~I
L'MT? =NR =R = TZL Mr? ON

[R]=[L’MT 76 N "] =RESP.(d)
4. Indique la férmula que no satisface el principio de homogeneidad dimen-
sional, si se sabe que:
d = desplazamiento (m) = [L]
V, = velocidad inicial (ms™) = [LT"]
V = velocidad final (ms™!) = [LT"]
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a = aceleracién (ms?) = [LT?]

g = aceleracion de gravedad (ms?) = [LT"]
t = tiempo (s) = [T]

h = altura (m) = [L]

(VO )2 sen (2(9)

@ V' =(¥)+2ad ) d = (© d=(V0)t+%at2

(¥;)sen (26‘) _ 2V, sen 0

g

d h= (e)t

Reemplazando dimensiones comprobamos cudl no es homogénea:

V=V +2ad = [LT7] = [LT 7] + [T 7|[]
LT7=LCT>+LT>

a.

Es homogénea porque todos los términos tienen las mismas dimensiones.

=Vozsen (26) . =(LT_[)(1)

i
b. g LT

Si es homogénea.

c. d=V,t +%at2 = L=LT" T LT T°=L=L+L

Si es homogénea.

) -1
h :M =] = LT _g]) ZLL—IT—ITZZT
d. g LT
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No es homogénea.

2V,sen 6 LT
Ny

“ ! LT
g

Si es homogénea.

5. Dadas las siguientes expresiones, encontrar [A]:

A+B (A+B)

) V= 2) F =t

V = velocidad [LT"]

F = fuerza[ LTM™]
(@) MLT? (b) MT () MT™ @MT™!
Reemplazamos dimensiones en 1y 2

+
AB e

Para que sea dimensionalmente, las dimensiones de A deben ser las mismas

de B: [A] = [B]
A 4
c=LT '=C T (Ec. 1a)
A+BY
( 27) =LMT™  como [4]=[B]
2
f%——lﬂ4f“2 (Ec. 2a)

49



Fisica. Fundamentos tedrico-practicos para ciencias e ingenierias

Reemplazando la (Ec. 1 a) en la (Ec. 2 a)

AZ

R -1 -2
#=LMT_2 3/i=LMT_2 =4 =%

A A LT
LT

A=LMT” -L' T =L'MT™' =[4] = MT " = RESP.(d)

6. El volumen del fluido que pasa en unidad de tiempo por un tubo capilar
esta dado por:

_I.JTR4

V==
n 8L

P

3
V = volumen/tiempo = M s = [V] = [L3T _1]
S
R = radio = [L]
L = longitud = [L]
P = presion = [L'MT?]

Hallar la férmula dimensional de la viscosidad [n]:
@) I'MT™ (b)) PMT? (¢) LMT? @ L'MT? (e)LT™
Despejando n tenemos:
R*-P
VL
_Yr'Mr?

Sy

[n]=[L"MT '] =RESP.(a)

=L'MT>T
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7. ;Cudl es la formula dimensional de X para que la expresion sea dimensio-
nalmente correcta?

Y- w
m(b* +h”)
W = trabajo = m?*- kg . s? = [L’MT?]
m = masa = [M]
h = altura = [L]
(a) I’ (b) ML (¢) MT* (A7

Reemplazando dimensiones, en el denominador como deben tener las mis-
mas dimensiones [b?] = [L?]

X = L AT =[x]=[r7] RESP.(d)

M%)

8. La velocidad de una particula en el interior de un fluido esta dada por la
féormula:

V = velocidad [LT]
V, = velocidad [LT"]
t = tiempo [T]

R =radio = [L]

L, m, n = nameros =1
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bc

Hallar las dimensiones de: E = —

a

1
(a) LT (b) 2T (c) T @73 (e L

Pasamos a dimensiones la ecuacion:

a+2+2+ ¢ -
L7 T T LT-
L
Pri=a+ 2+ ¢
T LT

b :
FT =PI
L]C“" T =C=LT" -LT" =[C] =L'T"

be LT LI'P°
Luego: E =— y =
a (cri) U

[E]=[L] = RESP.(e)

9. Hallar la féormula dimensional de x e y.

XV N3+ Dsen 37°=Y AL’

V=velocidad [LT"!]
A = area
D = densidad

L =longitud

(@) MLIT OMIPTLT MPLT ML*T ML (e)12,T
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Reemplazando dimensiones, todos los términos deben tener las mismas di-

mensiones:

[xV]=[D]=XLT " =L"M

[X]- E;Ml _L3 L MT

[X]=[L" M T]=RESP.(d)

[YALz] =D =Y 1*1° =L°M

M

Y="—"-=L"L"M =L"M
L

Y ]= [L"M]=RESP.(d)

[x]=par) 5 [y]=pa]

10. En la siguiente ecuacion homogénea:

Vy

HF = pw* +m,—
-

Hallar:

F = fuerza = [LMT"?]
m, = masa = [M]
V = velocidad [LT"]

r = radio de giro = [L]

p = cantidad de movimiento = (masa o velocidad) = [LMT"]
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w = velocidad angular (4ngulo/tiempo) = [@] =s’'= [T ‘1]
s

(a) 1 () -1 () 0 @ 2 (e) -2

Sustituimos dimensiones:

L LMT? (T . ) M (LT 5 )y
LMT? = +
H HL

LMT"T™ MLT™L"
H H

LMT™'T ™ =L""MT "~ (Para que seauna igualdad)
—-l+y=l=y =1+l =y =2

—l-x=-y=>-x=-y+l=-x=2+l=>-x=-1=x =1

Luego:
Xy =1(2):>x % =[2]:>Resp.(d)

11. La ecuacion que se muestra nos da la distancia recorrida por un cuerpo en
caida libre:

h= %pgytz (Ec.l)
h = altura [L]
t = tiempo [T]
p=peso (N=m-kg-s?) =[LMT"?]

g=1938 522 = [LT7]

Determinar el valor de: E =3/x +y (Ec.2)

(@0 (b) 1 () x @ vx (e) Vx
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Pasamos a dimensiones en la ecuacion 1:

L=LMT—2(LT—2) TZ:>LA4LT_2 =L)/T —2,V+Z:>M—1T2=LJ)T—2)’+Z:>L0M—1T2=LJ’T -2y+tz

y=0; -2y+z=2=0+4+z=2=z=2

Reemplazamos en la ecuacion 2:

E=i/x+y=%/x+0=>E=x/; RESP.(d)

12.Dada la férmula fisica: K = dv? onde:
d = densidad [L*M]
V = velocidad lineal [LT?]

Determinar la unidad en el SI de la magnitud K:

(a) Newton (b) Joule (¢) Hertz (d) Pascal (e) Watts

K=LM(LT") =[*MET? - [ M

F_ LMT"

K | = |Presion =— =L"'MT™
A I

En unidades: [Pascal = izl :RESP.(d)
m

13. Hallar la ecuacién dimensional de S en la siguiente férmula:

VA
T

=-Sa+Q

V=velocidad [LT?!]
A = drea [L?]
T = tiempo [T]

a = aceleracion [LT?]

55



Fisica. Fundamentos tedrico-practicos para ciencias e ingenierias

(a) I'T? Mb) LT LT @7 (e) °T

Como todos los términos deben tener las mismas dimensiones:

2

+Sa = (En dimensiones)

(LT Y

esfr) - g BT

2

[§]=[£T"]=RESP.(d)

14. En la férmula fisica:

V= \/? hallar: [R]

Si W se expresa en Joules = [L2W N ] yv="o [V] = [LT_l]

(a) M (b) ML (¢) MLT (d) AM? (e) MI?

Reemplazando dimensiones tenemos:

(r) =( LzAIiT_Z )

_PMT?

2

rr~

R
_Emp”
¥y

15. Hallar las dimensiones de x en la siguiente ecuaciéon homogénea:

X V C — Ccsc30°
10P 1

R =[R]=[M]= RESP.(a)

=+S=L"L"T'=+8S=0T"
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P = potencia [L’MT"]

V = volumen [L?]

C, C1, a = aceleracién [LT?]

(@) MT ™!

(b) MT ™ ©mr=> (@mr (e) MT"°
CSC 30° = ! = ! =
sen30° 0.5
4 2 -3, -2
Y = P C Yo L°MT -LT

v r
X =DMT> LT
[X]=[MT ] = RESP.(e)

Los presentes ejercicios realizados a continuacion fueron tomados de [8].

16. Considere los datos del recuadro y determine la variacién de temperatura
A°F del aluminio y la variacion de temperatura A°K para el hierro.

Sustancia Punto de fusion Punto de ebullicion
Aluminio 1220 °F 2400 °C
Hierro 1539 °C 2750 °C

a. AT(°F): aluminio (Al)

AT =2400°C -1220°F

2400°C — Transformamos a °F

F-32= gc =F = 53(2400 )+32

F =4352°F

AT = (4352 -1220)°F
AT (F) =3132°F = RESP.
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b. Para el hierro: AT(K)

T (K) =°C +273
AT (K) = [(2750 +273)-(1539 +273)]
AT (K) = 1211K
17. A nivel del mar, la presion atmosférica es de 1.013x10° Pa. En la ciudad de

Morococha, situada a 4500 m. s. n. m., la presion atmosférica es 408 mm de Hg.
;Cudl es la presion en atmosferas (atm) en esta ciudad?

Patm = latm =1.013x10°Pa =760mm Hg
Morococha:

Patm =408 mm ngﬁzPaﬂn =0.5368 atm

760 mm Hg

18. Una unidad de energia comun es el ergio. Convertir 3.74x107 ergios a la
unidad del SI.

Julio

107 Exgio

E =3.74 x107* Ergio x
E =3.74%x10"]J

19. Un mandémetro indica que la presiéon es de 1520 mm de Hg ;Cual es el
valor expresado en atm y pascal respectivamente?

P =1520 mmHg xat—m = P=2atm
760 mmHg

9 1.013x10°Pa
atm

P =2atm =P =2.056x10Pa
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20. Calcule la masa en libras de una lamina de cobre de 100 cm de largo, 4.54
cm de ancho, 0.1 cm de espesor y densidad de 8.92 g/cm’.

o(densidad) = 8.92 —&

cm’®

o= m_,- (100><4.54x0.1) cm’

v
v =45.4cm’
m=p-v

m =892 —5_ x454car®

ont®

m = 404.968 ¢ x —&

1000
2.2051b

e

m = 0.40497 g x

m =0.893 1b

1.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

Se presentan los siguientes ejercicios propuestos [9].

1. En la expresion siguiente, qué magnitud debe tener P

DFL
p===
m
D: densidad F: fuerza
L: longitud m: masa
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2. Qué magnitud tiene x en la siguiente ecuacion.

NCY D2V
X =—
pV
P: presion A: drea
p: densidad m: masa
T =3.1416 n = constante adimensional

3. Laecuacién siguiente es dimensionalmente homogénea.
O =me -mV”
Q: calor m: masa
V: velocidad

Hallar: n

4. Enla ecuacidn que es dimensionalmente homogénea:

(V31og V) (a7 2%
N’y

Hallar la ecuaciéon dimensional de Y.
D: densidad M: masa
V: velocidad

5. La velocidad con que se propaga el sonido en un gas esta definida por la
siguiente relacion:

V: velocidad P: presién

p: densidad
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;Cual es la ecuacion dimensional de la relacion de calores especificos r?

6. Larapidez con que fluye el calor por conduccién entre dos capas paralelas
se expresa por la relacion.

AQ _ 4 (T , ~ T )
T
K, K,
Q: calor t: tiempo
T: temperatura L: longitud

Hallar la ecuacion dimensional de la conductividad térmica (K).

7. La variacién de entropia (AS) es una magnitud fisica escalar y en un gas
ideal dentro de un recipiente aislado cuando realiza una expansion desde un vo-
lumen inicial (V) , hasta un volumen final (V,) se expresa por:

A S=nRIn(V, [V, )

Sin: nimero de moles y R: constante universal de los gases. Entonces, ;cudles
seran las unidades de AS en el SI?

8. Hallar la ecuacidon dimensional de la diferencia de potencial (V).

/4
V=—
q
W: trabajo q: carga eléctrica

9. La unidad en el Sl de la capacidad eléctrica es el faradio (F); su equivalente
con otras unidades del SI es:

c-2
V
C: capacidad Q: carga eléctrica

V: diferencia de potencial
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10. La capacidad eléctrica C de una esfera conductora se calcula de la expre-
sion:

C=4me R
Siendo:
R: radio de la esfera conductora.

;Cudl es la ecuacion dimensional de la permitividad eléctrica del vacio ¢ ?

11. Cuando un elemento metdlico resistivo se calienta, sufre variacion en su
magnitud fisica llamada resistencia (cuya medida en el Sl es el ohmio (Q)) la
ecuacidn que relaciona dicho fenémeno es:

Rf =RO(1+0:At)

R: resistencia eléctrica At: variacion de temperatura
Hallar las dimensiones de a.

12. La ecuacion de D'alembert de la iluminacion (E) de una lampara luminosa
a cierta distancia (d) viene dada por la expresion:

I

E=—!
d”cos 6@

Sil = intensidad luminosa; entonces ;cudl es la ecuacion dimensional de E?

13. La fuerza magnética F sobre una carga mévil g, en presencia de un campo
magnético B, se expresa por la ecuacion:

F =qV Bsen®

;Cuadl es la ecuacion dimensional de la inducciéon magnética B?
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14. La induccién magnética B producida por un conductor infinito con co-
rriente eléctrical a una distancia R; viene dada por:

= ﬂL[
27 R

Hallar las unidades en el Sl de la permeabilidad magnética del vacio ().
15. La expresion siguiente es dimensionalmente correcta:
y =am+bn/m+c/n

Donde: y se mide en metros. Entonces cual serd la ecuacion dimensional de
abc.

16. Determinar la ecuaciéon dimensional de Ky A.

Mo Acosa
P(K*+57)
Si: P: presion b: longitud M: masa

17. En la siguiente ecuacién dimensional
3 c
V=3a/t®+ (b+h)—
d
Si: V: volumen t: tiempo h: altura
Entonces: ;cual es la ecuacion dimensional de be/ad?
18. Halle (C) en la siguiente ecuacion; si es dimensionalmente homogénea.

C=at +(2+&)

v C

12

Ademas: V:viscosidad R: radio de curvatura t: tiempo
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19. Hallar la ecuacidon dimensional de xb?/a si se sabe:

/ 2
X =Aln(bt)tg <9+i
a

Si: A: longitud t: tiempo

20. La expresion siguiente:

[A+Bn+Acos<x =32sen0(

Es dimensionalmente homogénea. Entonces, ;cual es el valor de n?

21. Si la expresion siguiente es dimensionalmente correcta; halle la ecuacién
dimensional de y

NmP + Wx

Xy =
V
Ademas: m: masa P: potencia
W: trabajo V: velocidad

22. A partir de la expresion mostrada y si es dimensionalmente correcta; diga
cuales son las dimensiones de S y Q respectivamente.

\/A+,/S(1-e1/e2)=Q

Si: e, €,: espacios A: drea

23.La ecuacion:
P=KV?>+02mgV"+K,
Es dimensionalmente correcta; ademas:
P: potencia V: velocidad m: masa

g: aceleracion de gravedad
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Hallar: [\”/K K ]

24. Si la ecuacidn siguiente es dimensionalmente correcta:

Bx®
————~ =am’Pbce™
2sen ( wB )
Donde: a: aceleraciéon m:masa  P: potencia w: velocidad angular

;Cual sera la magnitud de x?

25. Si la expresion siguiente es dimensionalmente homogénea.
Ex
AE=V (logK1+ e’ )

Ademas: A:area V: velocidad t: tiempo
Hallar la ecuacion dimensional de x.
26. La expresion:

In(3K)B™ CD
E2

Es dimensionalmente correcta; entonces x+y+z es:
A: fuerza C: profundidad E: tiempo

B: masa D: densidad

27.8Si la expresion mostrada es dimensionalmente correcta:

-1..2 2.3
a'x+a"" x +a""x’+ . +ax" =k

Si, ademas: a: aceleracién k: constante fisica

Hallar las dimensiones de x.
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28.En el movimiento oscilatorio amortiguado de un bloque; la ecuacion que
define su movimiento es:

ma+Av +kx =0
Si, ademds: @), =\/k/m Yy 2y =A/m

m: masa a: aceleracion
V: velocidad X: posicién
w,: frecuencia angular

La ecuacién dimensional de V/w, es:

29.En la ecuacién que es dimensionalmente correcta:

A+ C’sena
A\

Ax*+ Bx+C =

V: es velocidad; entonces la ecuacion dimensional de XC sera:

30. En el movimiento armonico simple en la superposicion de dos movimien-
tos, existe la siguiente ecuacion.

V= a)(A coswt + Bsenwt)

Si B tiene unidades de longitud, entonces V es una magnitud fisica llamada:

31.La relacién matematica que indica la presencia de los campos magnético
y eléctrico actuando sobre una carga en movimiento es:

F=q,VxB+Exq (Relacic')n de Lorentz)

Segun esto:
Hallar la ecuacion dimensional de B:
F: fuerza

V: velocidad
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q: carga eléctrica
E: campo eléctrico

32.En un circuito constituido por una resistencia eléctrica (R) y un conden-
sador de capacidad eléctrica (C), existe una ecuacidon que relaciona el tiempo de
carga (t) del condensador:

q= Cs(l —e‘t/RC)
Si e: se mide en voltios:

Hallar la ecuacidon dimensional de R.

33.En la mecénica cuantica (efecto Compton), se usa la ecuacion.

hc  he ) 1
= M | e——— 1
& 1-(rc)
Donde:
A, A, :longitud de onda
V: velocidad

Hallar la ecuacion dimensional de la constante de Plank (h) .

34. La induccién magnética creada por una carga eléctrica (q) en movimiento
cuando tiene velocidad (V), a una distancia (r) se expresa como:

B=ﬂxq”x VPx rx sen@

4
Luego: a+b+c sera:
35. Convertir
a. 1.5X107 ano luz a [um, m , pies, yarda, milla]
b. 12x10%2 g (gramos) a [kg, t (tonelada métrica), Ib, UTM, Tt.]
c. 2x10°h3x10°min4x10¥sa [siglo, dia, h (hora), s]
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d. 7x 10" pA (pico amperio)
e. 700K

f. 32x10"'rad

g. 5.4X10'° km

h. 1.8 x10* mm

i. 17.5t/mm?; t(tonelada)
j. 10.8.5 x 10° Ib-pie

k. 4.7x10° HP

. 2.2x10" A/mm

m. 3.6 x 10° pul/h?

n. 9.1x10°atm

0. 55.5x10*RPM

p. 5x10%® (Angstrom)

q- 45x 10" pul

r. 8x10"yardas

s. 500 pul?

t. 3500 barriles

u. 2x10°pg

v. 3.5kgf

[nA, fA, PA, A, mA]

[°C °F]

[grados (°)]

[ I (litro), barril, m? cm?, galones]
[mm?, acre, m?, hectéreas]

[g/cm?, Ib/pul’, kg/m’]

[kgf m, dina/cm, J]

[cv;, kgf m/h, W, GW]

[Milla/s, pie/s, km/h, m/s]
[yarda/s?, milla/min m/s?]

[mm H20, Kgf/cm?IbF /pul?, Pa, cmHg]
[rad/h, rad/min, rad/s]

MILLAS

Tm

Ano lux. Si ano lux =9.461 x 10" km
Pm?*

cm®  Siabarril =0.159 m®
t

dinas

36. Si la velocidad de un auto que se mueve con M.R.U es de 100 km/h, qué
espacio (x) en (m) recorrera en 5 h 35 min 45 seg (5 h 35’45”). Si: V = x/t.

37.Una milla nautica equivale a 6076 ft, y un nudo (Kn) es una unidad de
velocidad que es igual a 1 milla nautica/h. Un barco lleva una velocidad de 12 Kn.
;Cudl es su velocidad en millas por horas? ;En pies/s? ;En m/s?
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38. Cual es la densidad (p) de un cuerpo (cilindro hueco) cuyo didmetro ex-
terior (D= 5.0 x 10~ milla), el didmetro interno (d=4.0 x10° milla) y una altura

(h =5 pul), si la masa (m= 8 Ib). Determine p=m/venel Sl. V' = %(D2 —d)2 h

39. Determinar la potencia (P) en el SI, necesaria para calentar agua de 18 °C
a 40 °C, si el volumen es de 25, en un tiempo = 0.017 h, si Cagua = 1 cal/g °C, si
1 cal =4.186 ] y Q=m.c. (Tf-To) y P = Q/t

40. Demostrar que 1 Ibf /pie corresponde a 0.1922 pul de agua.
41. Demostrar que 406.8 pul de agua corresponde a 1.013 x 10° dina/cm?2.

42.Determinar la ecuacién dimensional para la conductancia eléctrica
(CE =1/R), R=v/i, V=T (trabajo)/q(carga).

43. Determinar la ecuacion dimensional para el calor especifico (c= Q(ca-
lor)/m (At)) m = masa; At=Tf-TO.

44. Sabiendo que 1 rev=360°=2 nrad. Si la velocidad angular sufre una varia-
ciéon (AW) de 1000 RPM (rev/min) en 0.5 s (t) en un motor que tiene un Radio
(R) de 100 cm. Determine la aceleracion tangencial (at) que experimenta el motor
debido a esta variacién, conociendo que:

. A
a= (aceleracm’m angular :rad/s) a= A—Vf;dt =a-R

45. Una particula tiene una masa (m) de 1200 UTM vy parte desde el reposo
(V,=0), acelera uniformemente hasta alcanzar una velocidad de 120 milla/h [ve-
locidad final en un tiempo (t) de 1.5 x 10° min]. Determine la fuerza (F) aplicada
a la particula en el SI, sabiendo que:

F=m-a a=(V—VO)/t

46. Un cuerpo es lanzado en un precipicio hacia abajo con una velocidad ini-
cial (V= 30 pie/min) ;Qué velocidad (V) en el SI alcanzaré el mismo después de
5,4x107 h (t), sabiendo que:

V=V +gt yque g =980cm/s
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47.Un cuerpo animado por M. R. U. V. parte con una velocidad inicial (V)
de 1.8x10"? afio luz/h y le imparten una aceleracion (a) de 2.5 x 10° yarda / min?
durante un tiempo (t) de 4.2 x 10* h. Determine en el SI el espacio recorrido (Ar)
y la velocidad final (rapidez) (V) sabiendo que para este movimiento:

Ar =V + Yoar’ V: V2 +2adr
48. Un proyectil es lanzado con una velocidad inicial (Vo) de 6.5 x 10 milla/h
y su direccion forma un angulo a sobre la horizontal de (1t / 4 rad).
Determine en el SI:
a) La altura maxima alcanzada por el proyectil (h max.)

b) Eltiempo transcurrido para que el proyectil regrese al nivel de lanzamien-
to, o tiempo de vuelo (tv)

c) Elalcance maximo del proyectil (A).
Sabiendo que:
g =4.17312 x10°®pie/h

tv = (ZVO sena)/g
A= (VO sen2a)/g

49. Una particula que se mueve por una trayectoria circular de 1.6 x 102 mm
(R) gira un angulo (A0) de 125° cada 7 x 10~ h (At)

Determinar en el SI.

a) Lavelocidad angular de la particula (W)
b) La rapidez de la particula (V)

c) Elperiodo (T)

d) La frecuencia (f)

e) El moddulo de la aceleracion centripeta (ac)

Sabiendo que:
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W = AB/At V=W-R
T =(27)/Ww f=1r
AC =V R

50. Un cuerpo que esta girando por una trayectoria circular de 7.5 x 10* km.
De radio (R) demora 8.3 x 10* h (At) en girar un angulo de (10m) /3 rad (A0) y
alcanza una velocidad angular de 50 RPM (W).

Determinar en el SI:

a) Lavelocidad angular media (Wm)
b) La velocidad angular inicial (Wo)
c) Laaceleraciéon angular (a)

d) La rapidez inicial (Vo)

e) Larapidez final (V)

f) La distancia recorrida (d)

g) El médulo de la aceleracion total final (a)

Sabiendo que:
Wm = A6JAt Wm=(Wy+ W)/2
a=(W-w,)/At Vo= W, R
V=W-R d =A0‘R

51. Un hombre que pesa 5.7 x 10° poundal (F) sube corriendo por una escale-
ra inclinada 60° (0) con la horizontal y de 314 pul de longitud (L) en 0.13 min (t).

Determinar la potencia (Pot) en el SI, sabiendo que:

Pot = TR/t T,=F-H
H =Lsen0 T, = Trabajo
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52.Una pelota de béisbol que tiene una masa de 4.5 onza (m) tiene una velo-

cidad de x10"! [A/ S (V)} . ;Cuadl es su energia cinética (Ec)?, sabiendo que:

A= Angstrom =10"" m.

Ec= 12mV2

53. Un pequeiio cohete quema 6 mg (Am) de combustible en un minuto (At).
La velocidad de salida en el escape es de 2.8 x 10® pul / h (V). ;Cual es el empuje
medio (F) ejercido sobre el cohete en el SI?, sabiendo que:

F=(Am/At)V

54. Por un tubo de 0.465 pul® de area (A) fluye agua con una velocidad (V) de
984 pie/min.

Determine el caudal o flujo de agua (Q) en el SI, sabiendo que:

0 =4
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CAPITULO III. GRAFICAS Y FUNCIONES

3.1. GRAFICAS Y FUNCIONES
3.1.1. El papel de las graficas en fisica

Usted va a encontrar que frecuentemente, en Fisica, en la ingenieria y en otras
ramas técnico-cientificas del conocimiento, el uso de graficas y funciones es de
gran utilidad para los siguientes objetivos:

a. Ilustrar la relacién entre magnitudes (variables) de un fenémeno medidas
en un proceso experimental, describiendo la naturaleza y el comporta-
miento del evento cientifico.

b. Determinar, basandose en las caracteristicas de la grafica o de la relacion
matematica, el valor de constantes fisicas o cientificas.

c. Difundir a otras personas la informacion contenida en la grafica, e inter-
pretado a través de las relaciones matematicas (ecuacion).

3.1.2. Funcion

Si X y Y representan niimeros naturales, Y es una funcién de X, cuando Y
quede determinada univocamente por el valor de X, esto significa:

y=1f(x)

Y es considerada la variable dependiente y X la variable independiente.

Ejemplo 3.1

Ay=3x
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Se dice que Y es funcién de X, porque por cada numero natural que remplace
a X, solo puede haber un numero natural que sea valor de Y.

B. y=-2+3x-2x?

También Y es una funcioén solo de X.
Cy=2x+3t-4z

En este ejemplo, Y, X, t, Z son variables.
y # f (x) si no:

y=f(x1t2)

3.1.3. Variables

SiY es funcién de X, se llama, a la magnitud X, «variable independiente» y a
Y, «variable dependiente». En la realidad, en vez de X y Y, se hablara de magnitu-
des reales como (longitud, masa, voltaje, etc.).

3.1.4. Funcion lineal

Cuando al graficar Y= f(x), la grafica nos diera una linea recta como la de la
figura 3.1, entonces sabemos con seguridad que la funcién es lineal. La ecuacién
que interpreta a la funcién graficada sera:

y=b+mx (2.1)
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Figura 3.1 Curva de decrecimiento radioactivo

Ya

=Y

A esta se la conoce como ecuacion de la funcién lineal en forma de pendiente
y ordenada.

Para definir la «erelacion especifica», es necesario determinar las constantes b
y m, y reemplazar sus valores en la ecuacion (3.3).

El valor de b se puede obtener a partir de la grafica, y es el que le corresponde
aYcuandoX =0

Y,=b

Ahora, despejando m de (3.1), tendriamos:
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Comob =Y, cuando X, =0

Y=Y _Ay
x-x, Ax

m =

Figura 3.2 Célculo de la pendiente

¥k

y1
','U‘—'b

=¥

L1

X2

Observamos que m corresponde geométricamente a la tangente del angulo 0
del triangulo rectangulo 1, 2 y A; es decir:

Tan0=m=A_y=y2 —

Ax  x,-x,

A esta constante m se la llama pendiente de la recta en la figura 3.2. y su valor
siempre serd positivo (+).

Si la recta es como la de la figura 3.3., el valor de la pendiente siempre sera
negativo (-).
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=M como ), <Y, Vo—Yy, — (_)
X, =X,
m=g=(—) Xy <X xz_x1_>(+)

Figura 3.3 Pendiente negativa

Y A

Ay

¥

y2

i
x
!
¢
=Yy

3.1.5. Representacion de funciones

Una funcidn, sea lineal o de otra forma, puede ser representada por:
1. Una tabla de pares de numeros (tabla de datos)

2. Una grafica

3. Una ecuacion

4. Una proposicién verbal
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En un laboratorio, al medir dos magnitudes que se relacionan en un fenéme-
no fisico, se obtuvieron los siguientes resultados; los mismos que, al representar-
los en una tabla de pares de numeros, manifiestan la primera forma de represen-
tar a una funcién:

3.1.5.1. Tabla de datos
X 0 2 3 -1 2 -3 -4
Y 4 7 10 13 1 2 -5 -8

La tabla de datos representa la funcién Y= F(x), pero no siempre es la mejor
forma, ya que, por lo general, solo con la tabla de pares de valores, no podemos
determinar la funcién o relacion especifica que existe entre las dos variables. Por
lo tanto, a partir de la tabla de datos, procedemos a realizar la grafica, que es la
segunda forma de representar una funcion:

3.1.5.2. Grafica

Para hacer la grafica, debemos elegir la variable independiente X (en forma
general) yla Y seriala dependiente (en forma general). A la variable independien-
te, la graficamos en el eje de las horizontales (o eje de abscisas) y a la dependiente,
en el eje de las verticales u ordenadas.

Ademas, dependiendo de los valores minimo y maximo de X y de Y vistos
en la tabla de datos. Debemos elegir una escala para representar los mismos. Esta
escala no necesariamente debe ser la misma para X e Y, pudiendo ser iguales tam-
bién. Escalas adecuadas pueden ser:

0.1,0.01,0.001...,1,10,100,1000,...... Unidades de las
0.2,0.02,0.002,...,2,20,200,2000....... magnitudes a representar
0.5,0.05,0.005,...,5,50,500,5000,...... 1 = cm
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Grafiquemos la funcion de este ejemplo:
ESCALAS:  X:1cm =1 unidad de X

Y: 1 cm =2 unidadesde Y

Figura 3.4 Funcién lineal

Y

.

10 — 21

h_
ta =
i =
Fa =
L =]
=

b & A
Log By Logid sy

-
=

i
e
i

Como la grafica es una linea recta inclinada, nos indica que la funcién entre Y
y X es «lineal». Sin embargo, aunque la grafica es una buena representacion de la
funcion, no es la Optima, ya que, si quisiéramos hallar cualquier valor de Y, dado
cualquier valor de X, no siempre es facil determinar tal valor. En el ejemplo, si qui-
siéramos hallar el valor de Y para X= 20, habria que alargar la grafica para hacer la
extrapolacion correspondiente, y esto no siempre es factible. Por lo tanto, debemos
encontrar la forma optima de representar la funcion y esta es la ecuacion.
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3.1.5.3. La ecuacion

Como la grafica es lineal, la ecuacion general que interpreta a esta grafica
serfa:

y=b+mx (A)
b = el valor de b es el valor que toma cuando
x=0 : y,=b=4

m = es la pendiente que se determina eligiendo dos puntos cualesquiera 1y
2 en la grafica:

y=4 +3(-50)=-146

Reemplazando en la ecuacién general (A) tenemos:
y=4+3x

La ecuacion es la mejor forma de representar a una funcidn, ya que, a través
de esta, podemos determinar en forma inmediata y exacta el valor correspondien-
te de Y para cualquier valor de X. Por ejemplo, para este caso, ;cudl sera el valor
de Y para X=20?

¥ =4+3(20) =64
Y el valor de Y para X = -50

m=y2—y1= 10-1 =§_=3

X,-x, 2 —(—l)

Al determinar la ecuacién, quedara plenamente definida la funcion y= f(x) y
la cuarta forma de representar una funcion, que es la proposicion verbal, ya no
hace falta formularla. Sin embargo, serd opcional con la finalidad de enfatizar la
funcidn. En este caso, una proposicion verbal podria ser: «Y es una funcion lineal
de X en forma creciente».
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3.1.6. Funcion lineal de proporcion directa

Cuando la grafica de una funcion es una linea recta inclinada que pasa por el
origen del sistema de coordenadas, se sabe que la funcién lineal varia de una ma-
nera especifica bien definida, que es: si la variable independiente X se multiplica
o se divide por un determinado factor, la variable dependiente Y queda también
multiplicada o dividida por el mismo factor. Lo que significa que:

yax « (directamente proporcional A)
y=Kx

YK K (constante de proporcionalidad)
X

K = m = Pendiente de la linea recta

En este caso, hallar la constante K o la pendiente significaria dividir cualquier
valor de Y para su correspondiente valor de X sin seleccionar dos puntos, ya que
un punto seleccionado intrinsecamente seria el origen (0,0).

Ejemplo 1.2 Funcion lineal de proporcion directa

Dados los siguientes resultados represente la funcién:

Tabla de datos
X -3 2 -1 0 1 2 3
Y 6 4 2 0 2 -4 -6
Y/ X 2 2 2 2 2 2
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Solucion

Al analizar la tabla de pares de valores, notamos la razén d Y (—2) .
x

Entonces podriamos, con seguridad y directamente, hallar la ecuacién que
serfa:

y =-2%

Sin embargo, si usted prefiere hallar la ecuacion, representando antes la gra-
fica, puede hacerlo:

Representacion grafica
Escalas: X:1cm =1 unidad

Y: 1 cm = 1 unidad

Figura 3.5 Funcion lineal de proporcion directa decreciente
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Ecuacion

Como la grafica es una recta que pasa por el origen, la funcién es lineal, de la
forma general:

=A_y=y2 )i __4_(4) -8 )

m

Ax  x,-x, 2-(-2) 4
Luego, la ecuacion sera:

y =-2x

Si se quiere enfatizar la funcién a través de una proposicion verbal, la misma
podria ser:

«Y es directamente proporcional a X de manera decreciente», o

«Y es una funcioén lineal a X que pasa por el origen de manera decreciente».

3.1.7. Aplicaciones de funciones lineales

Aunque estas funciones son las mas sencillas, en la practica, hallamos mu-
chas aplicaciones para ellas. Por ejemplo, funciones lineales de proporcion directa
como:

am=KYV

En donde:

m = masa de sustancia (kg)

V = volumen de esta sustancia (m?)

K = p = densidad absoluta de la sustancia
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b.E=ylig-V

En donde:

E = empuje de Arquimedes (N)

V = volumen introducido en el liquido (m?)
yliq = peso especifico del liquido (N/m?)

V = volumen cuerpo introducido= volumen liquido desalojado (m?)

c. Fe=qE

En donde:

Fe = fuerza eléctrica de Coulomb (N)
q = carga eléctrica de prueba (C)

E = campo eléctrico (N/C)

d.Vab=R-i

En donde:

Vab = ddp o voltaje entre ay b (V)
R = resistencia eléctrica ()

i = intensidad de corriente (A)

e.Q=C-Vab

En donde:

Q = carga eléctrica (C)
Vab = ddp o voltaje (V)

C = capacidad eléctrica (F)
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3.1.8. Funciones lineales de la forma y = b + mx

a. °F =32+ %"C
En donde:

°F = (temperatura en grados Fahrenheit)

°C = (temperatura en grados Celsius)

b.°K =273 +°C
En donde:
°K = (temperatura en Kelvin)

°C = (temperatura en grados Celsius)

c.L,=L,+KAx

En donde:

L, = longitud final

Lo = longitud inicial

K = constante elastica de recuperacion

Ax = deformacién o alargamiento

dE=Vab+r-i

En donde:

E = fuerza electromotriz de una fuente de FEM

Vab = ddp o voltaje de la fuente de FEM

r = resistencia interna de la fuente de FEM

i = intensidad de corriente que pasa por la fuente de FEM
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3.1.9. Funciones potenciales

Muchas de las relaciones entre las magnitudes que intervienen en un fené-
meno fisico o evento cientifico pueden ser expresadas como «<FUNCIONES PO-
TENCIALES». La funcién potencial de proporcion directa se define por la ecua-
cién: y a x" oy = k x" en donde:

Y y X son las magnitudes.

K y n son constantes que pueden ser nimeros reales cualesquiera, positivos
0 negativos.

Se la designa como «funcién potencial» en vista de que la variable indepen-
diente X esta elevada a una potencia n.

También existen muchisimas aplicaciones de estas funciones como, por ejem-

plo:
a.C=n-D
En donde:
C = perimetro de una circunferencia o longitud de esta
D = diametro de la circunferencia

m=(3.1416)

b. d =4.9¢

En donde:

d = espacio recorrido en el M.R.UV.A cuando v,=0 m/s
4.9 = constante (1/2 g)

g = gravedad (aceleracion) = 9.8 m/s?

t = tiempo transcurrido
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c.p=10°V!

En donde:

p = presion de un gas ideal
V = volumen del gas ideal

d. V=i R
3

En donde:
V = volumen de una esfera

R = radio de la esfera

3.1.10. Graficas de funciones potenciales de proporcion directa

Las funciones potenciales de la forma general y = K x" pueden tener cualquie-

ra de las siguientes formas graficas:

Figura 3.6 Grafica funcién potencial: y = Kx"

Ya

e

- Denst -2 ,

— X
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Luego, si la grafica de y = f (x) tiene cualquiera de las curvas indicadas, po-
demos lanzar como hipdtesis que es una funcidn potencial de proporcion directa
de la forma:

y=Kx" (3.2)
En otros términos, estamos manifestando que:

yax" oque 2 -k
xﬂ
Para demostrar la hipotesis, podriamos hacerlo intentando encontrar grafi-
camente la relacion , es decir esta grafica sera una linea recta inclinada que pase
por el origen.

3.1.11. Linealizacion por tanteos

Una forma de demostrar que y « x” es dando valores a la potencia n y grafi-
cando y = f (x") hasta que esta sea una linea recta, si es que existe. Para tener una
idea de qué valores dar a n, tendremos la forma de la grafica y daremos los valores
que aqui se sugieren. Para determinar la constante K, se lo hara determinando la
pendiente [10].

3
Il
>
]

= |

Ejemplo 3.3

Al medir los didmetros (D) y las longitudes de unos circulos, se obtuvieron
los siguientes resultados:

D (Cm) 0 5.10 790 10.20 12.10
C(Cm) 0 16.45 2520 3195 38.20
Y/X -2 -2 -2 -2
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Determinar:

a. La ecuacion empirica especifica que relaciona estas dos magnitudes en el
SI de unidades.

b. La constante de proporcionalidad, ;qué significado tiene?
c. ;Qué ley general ha comprobado en este caso?

d. Al determinar el significado de la constante K por un método experimen-
tal, ;cual es el error porcentual cometido?

Solucion

a. Para encontrar la ecuacion, hacemos la grafica, eligiendo como variable
independiente a D y como dependiente a C.

Lasescalasson: D: 1cm=1cm C:1cm =5cm

La llamamos ecuacion empirica porque trabajaremos con datos experimen-
tales o empiricos.

Figura 3.7 Funcion lineal de proporcion directa creciente
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Como la curva mds proxima que pasa por el medio de los puntos experimen-
tales es una linea recta que pasa por el origen, la relacién es lineal de proporcion
directa, en donde, en forma general, yx* n=1 y=kx C=KD (A)

<

K=

le = 53.17ﬂ en(A)
: cm

=

C=3.17D endonde D(cm) C(cm)

Para cambiarla al S, solo trabajamos con la constante K.

K=317m, Im_ 100m 5, m
cm  100cm Im m

D(m

Luego: C =3.17D = (m)

U

C(m)

b. En este caso, la constante K= 3.17, que es adimensional o no tiene unida-
des, significaria en forma general el nimero .

a =3.1416rad rad =E=ﬂ=lﬂ =elc
m cm km

c. Con esta relacion, la ley general que hemos demostrado es:
C=mx-D

En donde:

C = longitud de la circunferencia o perimetro

D = didmetro de la circunferencia

d. Para calcular el error porcentual cometido al medir m experimentalmente,
tenemos las siguientes relaciones:

(VT) Valor mas probable o tedrico = 1t
(VE) Valor experimental = 3.17 = K
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Ea=+|VT -VE| (3.3)

La diferencia o valor absoluto entre el valor mas probable (VT) y el valor
experimental (VE) se llama error absoluto (Ea) o desviacion, que es el error total
cometido al medir dicha magnitud especifica.

La relacién o cociente entre el error absoluto (Ea) y el valor mas probable
(VT) se llama error relativo ER.

ER = Ea (2.4)
VT

El error relativo es el error que se comete al medir una unidad de la magnitud
medida.

Al error relativo multiplicado por cien lo llamamos error porcentual (EP) y
sera el error que se comete al medir cien unidades de la magnitud medida y se
expresa en porcentaje (%).

=| VT -VE |
EP =ER x 100—————x100 (%) (2.5)

Con la férmula (1.7), calculamos el error porcentual:

|7-3.17]
T
EP = +0.96%

EP=x x 100(%)

Ejemplo 3.4

El peso W y los lados ft de unos cuadrados de madera terciada, se muestran
en la tabla siguiente:

0 10 15 20 25
0 0.50 1.1 20 32

ft (pie)
W(bf)
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DETERMINAR:
a. La ecuacién empirica que relaciona a estas dos magnitudes en el SI.

b. Partiendo de la relacién anterior y si el espesor de la madera fue de: e= 20
mm, encuentre una relacion general para este caso.

c. Determine el valor experimental de la densidad (p madera)

d. Sielvalor parala densidad dado por los fabricantes es de: p madera=0.117g/
cm’; scudl ha sido el error porcentual cometido en este experimento?

Solucion
a. Iniciamos graficando, para lo cual seleccionamos a W como la variable

dependiente y a p, la independiente.

ESCALAS: ft: 1 cm = 0.5 pie W:1cm =0.51bf

Figura 3.8 Peso en funcion del lado 1

T ! T } T

e
|
|

W (Ibf)

Fd |

o=y T T T T v T
o 1 Iple} 2 3
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Figura 3.9 Peso en funcién del cuadrado del

T 4 ! I T
2

n
|
|

W (1bf)

N

Como la grafica de la figura 3.8 es una curva similar a las de la figura 3.6,
lanzamos la hipoétesis de que la funcion puede ser potencial de la forma: W =k I

Para comprobar la hipétesis, buscamos la relacion W « I" dando valores an. La
forma de la grafica nos sugiere que n>1; entonces, damos el valor de n = 2 como
exponente préoximo mas simple de | y preparamos la siguiente tabla de datos:

ft’(pie?)
W(bf)

0 1.00 225 400 6.25
0 0.50 1.10 2.00 320

La grafica de W =f () se muestra en la figura 3.9. Como la representacion es
una recta que pasa por el origen, decimos que «el peso W varia directamente con
el cuadrado de la longitud del lado», o que «el peso W es directamente proporcio-
nal al cuadrado de la longitud del lado 1*».

La constante de proporcionalidad K podemos determinarla también calcu-
lando la pendiente de la recta:
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Kom D _wimw, _ (3.20050) Ibf

AP L -1 (6.25-1.0) pie’
K =0.5 Ibf/pie*

Luego, la ecuacion de la funcién potencial es:

W =0.5 1" =cuando I (pie) =¥ (Ibf)

Esta ecuacidn no estd en el SI. Entonces, la expresamos en el SI transforman-
do las unidades de K a este sistema:

. 2
Ibf — Ikfg x9.8Nx(3.28p1e)

k=05 —; p
pie’  2.205Ibf lkgf  (1m)

k =23.9N/m?

Luego, la ecuacidn en el SI sera:

W =23.9 1% 2 cuando 1)

W (N)

b. Sipartimos de la ecuacién en el SI tenemos:

/4 N
e = 23.9F

Dividiendo ambos miembros para el espesor (e) tenemos:

w239 N

I’ e e m’

Pero como P - e = V (volumen de los cuadrados de madera)
Hemos encontrado la definicién general del peso especifico (Pe)

Z=Pe
V

Con el valor del espesor (e= 20 mm= 0.02 m), determinemos el peso especi-
fico experimental:
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N

239 —
Pe =Z=_mz= 1195£2
|4 0.02 m m

c. Sabemos que
En donde: p (densidad kg/m?)
g (aceleracion de la gravedad m/s?)

(Pe) _ 1195 kgm/s
9.8 m/s’ ‘m’

Luego= p=
d. La densidad mas probable seria la que nos da el fabricante:

T =0.117 —£_x X8 (100’
' cm’ 1000g  (im)’

ol =117 kg/m*

Luego, el error porcentual sera:

_ x| pT - pEXP |

E x 100
P oT
+[117-122|
Ep=—x100
Ep =+4.3%
Que es un error aceptable.

I(cm) 0 126 18.6 294 45.1 70.8
T(s) 0 0.70 0.85 1.09 1.35 1.70

— pEXP =122 kg/m’

915
2.00
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Ejemplo 3.5
I(cm) 0 12.6 18.6 294 45.1 70.8 915
T(s) 0 0.70 0.85 1.09 135 1.70 200

De un clavo que pasaba por un orificio, se suspendio el extremo de un hilo
que, en el otro extremo, tenia una esfera maciza de un pequefo didmetro (masa
puntual) y se hizo oscilar la masa. Entonces se midi6 el periodo de oscilaciéon (T)
en funcion de lalongitud 1 (ver fig. 3.10), encontrandose los siguientes resultados.

Figura 3.10 Péndulo matematico

//.////// .///

DETERMINAR:

a. La ecuacion empirica que relaciona estas dos magnitudes en el SI.
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. Partiendo de la relacion anterior, puede comprobar una ley general para
este caso (péndulo matematico).

. Determine experimentalmente una constante importante en este fendme-
no, como la aceleracién de la gravedad (g).

. Tomando como valor mds probable para g 9.8 m/s’, determine el error
porcentual cometido al determinar g experimentalmente.

Solucion

Iniciamos haciendo la grafica T = f (1)

Figura 3.11 Periodo vs. longitud

o0

L] 40 I {emj) -]
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Figura 3.12 Periodo vs. longitud'>

1.8 -

T s}

06 —

00 . I .
4 L' [cmm:l -]

La forma de la grafica (curva) nos indica que la funcién no es lineal, pero
podria ser potencial de la forma: T=K I

n: de acuerdo con la forma de la curva, puede ser un numero fraccionario (+).
Damos a n el valor de % = 0.5, entonces preparamos la siguiente tabla de

datos:

431 542 6.72 841 957

0 0.70 0.85 1.09 135 1.70 2.00
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La grafica de la figura 3.12 es una linea recta que pasa por el origen, lo que

significa que n= %, o sea que T o [“.

La constante K podemos determinarla, calculando la pendiente de la grafica
lineal, o de la siguiente forma:

Ti

=(.198s cm
ll/ /

Luego, la funcidn sera definida por la siguiente ecuaciéon empirica especifica:

!
T=0.198 12=0.198 I = (cm)

T(s)

Esta ecuacion no esta en el SI. Luego, la transformamos al SI:

l 1

100cm )2 %

K =0198— N le) -0.198 ——x10 <2
cmé (lm)é cmé mé

K =198 =
m

Entonces, la ecuacion en el SI sera:

I(m)
T=198V = |

r(s)

b. Consultando encontramos que la ley general para el péndulo simple o

matematico es:
T =21 \/z
g

En donde: [ =longitud del péndulo simple (m)

g = aceleracion de la gravedad = 9.8 m/s
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A esta ecuacion la podemos expresar también asi:

r=-2ZJi

Jg

Para que esta férmula general se relacione con la ecuacién empirica:

T =198+

Debemos comparar la constante K = 1.98 s/m? con el valor de:

=2s/m%

2 21

Je \/987m
s

2

Je

Luego, la ecuacion empirica si representa la ley general:

T=2Jl'\/z
g

2
K=—
Jg

Podriamos despejar g, la aceleracién de la gravedad

(e -]

CONCLUSION: K =

c. Partiendo de la relacién

K
47*
-

g

Entonces, con el valor de K= 1.98 s/m1/2, que es un valor experimental, po-
demos determinar g experimentalmente:
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Ax?
gEXP = ————— =10.07m/s’

1.98 >
o)

d. Elerror porcentual al medir g experimentalmente en este caso sera:

=iwxlo

E 0
P -
9.8 2 -10.07 &
Ep == > - > 1100
9.8 2
S2
Ep =+2.8%

Que es un error aceptable.

Ejemplo 3.6

La frecuencia de natural F de una cuerda que vibra varia con la longitud L de
esta. En un experimento, se tomaron los datos que damos a continuacion.

Encuentre la ecuacidon empirica especifica que relaciona F y L en el SI.

L(m) 202 1.02 0,66 033
F(Hz) 993 19.61 30,72 6045

Solucion

En primer lugar, hacemos la grafica F vs. L de acuerdo con las siguientes es-
calas:

Para la figura 3.13:
e Llcm=04m

¢ F:1lcm=10Hz
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Para la figura 3.14:
e L:lcm=05m"

¢ F1lcm=10Hz

Figura 3.13 Frecuencia vs. Longitud

T T ¥ T T T

0.0 08 Lim) 18 24
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Figura 3.14 Frecuencia vs. 1/longitud

T T i T L T T T

o L z L "n-‘l] 3 i

Como la representacion que se muestra en la figura 3.13. es una curva, enton-
ces la relacion por supuesto no es lineal, pero lanzamos como hipdtesis que puede
ser potencial de la forma:

F=KL

La forma de la gréafica nos indica que n<0 o sea un numero negativo. El pri-
mer numero entero negativo que le damos a n= -1 entonces preparamos una tabla
de datos de F en funcion de [L* (1/L)].

1/L (L-Y 0.50 0.98 1.52 303
[1/m=m-1]

F (Hz= 993 19.61 30.72 6045

ciclo/s)
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Utilizando las siguientes escalas:
I/L:  1cm=0.5m" ; F: 1 cm= 10 Hz.

Se obtuvo la grafica que se muestra en la figura 3.14. Como la gréfica es una
recta que pasa por el origen, esto significa que la frecuencia (F) es directamente
proporcional a L'(1/L), o que la frecuencia es inversamente proporcional a la
longitud.

El valor de la constante K podemos determinarlo a través de la pendiente de
la Fig. 3.14:

AF  0-30
K=m=—-= =20 Hz /m ' =20Hz-m
Al 33-18
L
20
F=20L"="—
L

3.2. UTILIZACION DE LOS LOGARITMOS
PARA RESOLVER FUNCIONES POTENCIALES Y EXPONENCIALES.

3.2.1. Conceptos fundamentales

3.2.1.1. Ndmeros como potencias

Se puede demostrar que todo niimero positivo real N se puede expresar por
una potencia de un numero positivo real dado b, siempre que b no sea igual a 1.

Es decir: N =b?®

Luego, para escribir el nimero N en forma de potencia de una base dada
b, se debe saber el exponente @ al que hay que elevar la base b para obtener el
numero N.

104



Diego Guillermo Barba Maggi y Bernardo Ezequiel Barba Barba

3.2.1.2. Definicién de logaritmo

El logaritmo de un numero N en una base conocida b es la potencia ® a la
cual debe ser elevada la base para igualar al nimero N. En simbolos matematicos:

® =log, N

Cualquier nimero positivo, excepto el uno, se puede usar como base.

Ejemplo 3.7

Para escribir el nimero 8 en forma de potencia en base 2, la potencia a la que
hay que elevar el 2 para obtener 8 es 3, ast:

8§=2°
Lo que significa que el logaritmo de 8 (  log 8) en base 2 (log2 8) es 3. asi.
log, 8 =3

Ejemplo 3.8

Reciprocamente, la ecuacion logaritmica:
log, 81 =4
Escrita en forma exponencial seria:

81=3"

3.2.1.3. Logaritmos comunes

Los logaritmos con base 10 se llaman «LOGARITMOS COMUNES» o de
Brigg. Se acostumbra simplemente a escribir: log N en lugar de log, N.
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Los logaritmos comunes de 10; 1000; 0.1; 0.001.

logl0="? 10 =10'
log 10=1 = logl0 =1

log1000 =? 1000 =10’
log1000 =3

log0.1="? 0.1=10"
log0.1 = -1

log0.001=? 0.001 =107
log0.001 =-3

Como se muestra, un logaritmo puede tener un valor negativo si el nimero N
es menor que 1y la base es mayor que 1.

3.2.1.4. Logaritmos naturales

Los logaritmos y sus leyes se aplican para cualquier base. Muchas deduccio-
nes teoricas en la ciencia se efectuan mejor cuando los numeros se expresan como
una potencia de una base cuyo valor es un numero periédico: e= 2.71828...

Asi cualquier nimero N real positivo se puede escribir en la forma:
N=¢*
Segun la definicién de logaritmos tenemos que:
Log N=X

Ellogaritmo de un nimero N en base e se llama el logaritmo natural o nepe-
riano y se escribe: In N
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33.LEYES DE LOS LOGARITMOS
3.3.1. Primera ley de los logaritmos
El logaritmo de un producto de dos niimeros A y B es igual a la suma de sus

logaritmos:

log (A-B)=1log A +logB

3.3.2. Segunda ley de los logaritmos

El logaritmo de un cociente de dos niimeros A y B es igual a la diferencia de
sus logaritmos:

log% =log A -log B

3.3.3. Tercera ley de los logaritmos

El logaritmo de un nimero N elevado a una potencia n es igual al producto
de la potencia por el logaritmo del nimero:

logN" =nlogN

Ejemplo 3.9

;Como determinar el logaritmo de una base desconocida en funcién de una
base conocida?

X=log, N=N=¢"
X =InN
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Aplicando logaritmos comunes a la ecuacién exponencial:

logN = xloge
- logN
loge
y =10g4 N
N =4~
logN = ylog4
logN
y = g
log4

3.4. UTILIZACION DE LOGARITMOS
PARA RESOLVER FUNCIONES POTENCIALES

3.4.1. De proporcion directa

Como se vio anteriormente, una funcién potencial de proporcién directa ge-
neral tiene la forma:

y=KX"
Aplicando logaritmos comunes a ambos miembros de esta ecuacion resulta:
log y =log K X"
Aplicando las leyes de los logaritmos tenemos:
log y =log K + log X"
Y finalmente:
log y =log K + log X" (3.6)

Si hacemos que:
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=
Il
=

X=X n=m tendremos: y=0b+ mx

Por analogia, concluimos que la ecuacién (3.6) es una ecuacién que define a
una funcion lineal logaritmica.

Por lo tanto, si la funcién es potencial, al construir la grafica log y en funcién
de log x, esta necesariamente serd una linea recta que no corta el origen (fig. 3.15.).
Esto confirmara o verificara la hipétesis de que la funcion es potencial de la forma:

y = Kx"

En donde el exponente n, que puede ser un nimero real cualesquiera (positi-
Vo 0 negativo; entero o fraccionario), se lo puede hallar facilmente determinando
la pendiente de la grafica lineal de la figura 3.15., asi:

logy, -logy,

n =tan 6 =
logx, —logx,

Figura 3.15 Grafica logaritmica de una funcién potencial

'

{A)

log y

[ic}]

logx
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Pendiente que serd positiva (+) sila inclinacion de la linea recta es como la de
la figura 3.15. (A) y negativa (-) si la inclinacién es como la de la figura 3.15. (B).

Y la constante K se puede obtener de dos maneras:
Graficamente

Seguin la ecuacion (3.6) si log X=0 y para que esto sea asi: X= 1; entonces, si
log 1= 0, para este valor, segun la Ec. Log y = log K, o sea:

y=K

Es decir que graficamente, podemos leer directamente el valor de K que sera
aquel valor que tome “y” cuando X= 1 en la grafica logaritmica.

Analiticamente
De la ecuacion (3.8) despejamos:
logK :

logK =C
K =10° =antilogC

Otra forma de obtener K seria, luego de calcular la pendiente n, despejarla de
la ecuacion potencial directamente:

<
~

y=Kx" K=

=

X

S|

Eligiendo las coordenadas de un punto cualesquiera P, determinamos la
constante K; ademads, sus unidades fisicas se pueden determinar facilmente desde
esta ultima relacion, l6gicamente dependera de las unidades en que vengan me-
didas las magnitudes X y Y. Si es que debemos trabajar en el SI de unidades, no
hace falta que las magnitudes, a partir de la tabla de datos, estén en el SI. Mejor
sera trabajar en las unidades experimentales de X y Y y al final, transformando
la constante K al SI, bastara para expresar la ecuacion empirica especifica en el SI
de unidades.

Este método logaritmico para determinar funciones potenciales es muy prac-
tico, ya que, sea cual fuere el valor de n y de la constante K, se pueden determinar
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muy facilmente a partir de la grafica logaritmica. Sin embargo, si cree tener difi-
cultad en la realizacion de la grafica: log y vs. log x, el uso de un papel logaritmico,
previamente realizado, le permitira construirla con facilidad.

3.4.2. Construccion de un papel logaritmico.

Para transformar un eje de papel milimetrado en eje logaritmico (trabajando
con logaritmos comunes) en base 10, sabemos que:

log1=0 \

RANGO = 1 unidad logaritmica

RANGO = 1 unidad logaritmica

log 100 = 2
RANGO = 1 unidad logaritmica

=

log 1000 = 3

EJEMPLO ESCALA: 1 unidad logaritmica= 10 cm
log 2 = 0.301 equivale a 3.01 cm (aprox.)
log 3 = 0.477 equivale a 4.77 cm (aprox.)
log 4 = 0.602 equivale a 6.02 cm (aprox.)
log 5 =0.699 equivale a 6.99 cm (aprox.)
log 6 = 0.778 equivale a 7.78 cm (aprox.)
log 7 = 0.845 equivale a 8.45 cm (aprox.)

log 8 = 0.903 equivale a 9.03 cm (aprox.)
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log 9= 0.954 equivale a 9.54 cm (aprox.)
log 10=1.000 equivale a 10 cm (aprox.)

Si representamos estos valores de los logaritmos en un eje milimetrado con la
escala indicada, por ejemplo, lo convertimos en eje logaritmico (Fig. 3.16).

Figura 3.16 Construccion del papel logaritmico

B B o S L e i i oot i i o s e e
0 N
L -
& -

J o
T =
[ = -
=

s -
il =y =
3 = -
T - -
L o o o L L R BN AR B B B B B T B R B R

M A AN A NA L KN A0 KB AN LB &Y LE EY Be EN BN AF A8 A8 88
log (x)

Existen, en el mercado, papeles logaritmicos construidos con diversas escalas;
entonces, se puede utilizar uno de ellos. Para representar los datos en este papel,
como logaritmo de cero no existe, por supuesto, no es posible representar este va-
lor, se debera iniciar en el eje logaritmico con un valor multiplo o submultiplo de
diez (107,102 107, ..., 1, 10%, 10%, 10=...) de acuerdo con los valores que se vaya
a representar, tanto en log x como en log y.
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EJEMPLO 3.10
Al medir el periodo (T) en un péndulo de resorte, en funcion de la masa (m)

suspendida se obtuvieron los siguientes resultados experimentales:

16 25
8 10 12

36 49

14

m(Oz) 0

T(s)
Determine por el método mas adecuado la funcién que existe entre estas
magnitudes o variables y exprésela en la mejor forma (ecuacién) en unidades del

SIL.
DESARROLLO:

Se va a determinar T=f(m). Realizamos la:
Escalas: m: 1 cm = 4 oz (onzas)

GRAFICA:
T:1cm =2 s (segundos)

Figura 3.17 Curva T vs m
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Como esta grafica es una curva, concluimos que no es una funcidén lineal,

y lanzamos como hipdtesis que puede ser una funcién potencial de proporcién
directa de la forma: T= Km".

Verificamos esta hipotesis realizando una graficalog T vs. log m (fig. 3.18)

Figura 3.18 log T vs.log M

100 |

logT

.i,/'{.l
[_'/
1 10 100
log M

Como esta grafica es lineal, entonces verificamos inmediatamente esta hipo-
tesis, ya que la ecuacion de esta linea recta es:

log T= logk + nlogm

Calculamos n mediante determinacion de la pendiente:

logT, —logT,
logm, —logm
n=05
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La constante K la podemos determinar:

Graficamente
Cuando: m=1 T=2
T=K K=2
O también:
Analiticamente
T=K-m*
De donde:

Luego, la ecuacidon empirica especifica es:

m(oz)
T=2m"=2Jm = |

r(s)

Para ello bastara transformar la constante de proporcionalidad al SI de la si-
guiente forma:

S « ( 16 02)0'5 : S 4 (02)0.5

K=2 = x

(OZ)O.S (1 lb)045 (OZ )).5 lbO.S

0.5 0.5
_ Sos (2.205 1135) s Sos 1485 (()lb)
(b (1kg)' (1b)" kg”
S
K =11.88
(kg)"
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La misma que esta en el SI:

Ahora: T = 11.88\/;

En la cual, cuando m(kg), el periodo T vendra medido en (s).

Ejemplo 3.11

La resistencia a la rotura S de una cuerda de manilla trenzada es una funcion
de su diametro D. Determine la ecuacion empirica especifica a partir de los datos
que se dan en la siguiente tabla y exprésela en el SI.

0.0 10 125 1.50 1.75 20 225
00 1700 2630 3700 5000 6500 8200

D(pul)
S(ibf)

Solucion

Iniciamos realizando la grafica de S en funcién del D, utilizando la siguiente
escala (fig. 3.19)

D: 1cm= 0.25pul S: 1cm= 1000 Ibf

Como la grafica es una curva, la relacién no es lineal, pero podriamos decir
que puede ser «funcion potencial de proporcién directa» de la forma general:

S=KD"

La forma mas directa de verificar esta hipdtesis es haciendo la grafica de:
log S =f(log D)

Procedemos a hacer esta grafica:
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Figura 3.19 S vs. D (curva)

8000 — o -

- o

0.0 0.5 10 15 20 25
D{pul)

Como esta grafica no es lineal, verificamos inmediatamente que la funcion es
potencial directa y la ecuacion de esta linea recta es:

log S =logK +nlogD
La constante n la podemos determinar:
. logS§, -log$,
logD,-log D,
n - log6500 —1og1700

log2 -logl
n =1.935

La constante K la podemos determinar:

117



Fisica. Fundamentos tedrico-practicos para ciencias e ingenierias

Graficamente:

Cuando: D =1 pul

S - KD1.935
O también analiticamente: Sp 6500
=1)[£T=—21.935 = 1700

Figura 3.20log S vs. log D

10000

log §

1 log D 10

Luego, la ecuacién empirica especifica es:

S =1700D "%

Esta ecuacion es valida para
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Ahora, pasamos esta ecuacion al SI:
Para ello bastara transformar la constante K al SI:

)1.935

Ibf  1kef 98N (394 pul

K =1700
pul ™ 2202 Ibf 1kgf (lm)1-935
s N
K =925000 =9.25x10° —
o

La misma que estd en el SL
Luego, §=9.25x10°D"**

En la cual, cuando D (m) = S (N)

3.5. FUNCIONES EXPONENCIALES

La funcién f (x) = a*

Se llama funcién exponencial ya que la variable X aparece como exponente y

la base a debe ser un niimero positivo real diferente de la unidad.

Si a=e (labase de los logaritmos naturales)

e* Suele escribirse también: exp x

3.5.1. Grificas de una funcién exponencial

En la figura 3.21, se muestran una grafica general de una funcién exponen-

cial: Y= g* cuando a >1 y también para cuando 0 <a < 1.
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Figura 3.21 Gréficade y = a*

Ya

O<a<i-= : = a>1

X

En la ciencia, hay muchas funciones exponenciales que se definen por medio
de ecuaciones de la forma:

y=CeKX

Donde Cy K son constantes (N° reales cualesquiera).

Si K es positiva, la funcidén exponencial es creciente y, si K es negativa, la fun-
cién exponencial serd decreciente.

Ejemplo 3.12

El niimero de neutrones en un reactor nuclear se puede predecir por la ecua-
cién n = n ", donde n = numero de neutrones en el instante to = 0 y T= periodo
del reactor.

Asi cuando no= 10 neutrones y T= 20 s. La ecuacién se convierte en:
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n = loet/T= 1060.051‘

La grafica de esta ecuacion se muestra en la figura 3.22.

t 0 20 40 60 80
n 10 27.18 739 2009 546

Figura 3.22 Grifica de n =10e %"

H ! : | d I ¥ I

400 —

200 —

Ejemplo 3.13

El decrecimiento radiactivo nos da un ejemplo de una funcién exponen-
cial con exponente negativo. Todos los elementos radioactivos se desintegran de
acuerdo con la ecuacion:
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m, = masa inicial de los d&tomos «padres»

m = masa de estos atomos que queda después de un tiempo t
A = constante caracteristica del elemento dado

Por ejemplo, para el yodo -131, el valor de A= 0.087 por dia.

Si se comienza con 5 ug de este elemento, el nimero de microgramos que

quedan después de t dias sera dado por la ecuacion:

m = 5e 0087
t (dia) 0 4 8 12 16 20
m(ug) 5 355 25 1.76 124 0.88

Figura 3.23 Curva de decrecimiento radioactivo

T | Li r T

/

o L t {dia) 18
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La grafica de esta funcién se muestra en al figura 3.23. la curva muestra el
llamado decrecimiento exponencial. O sea que, cuando el valor de t aumenta, el
valor de m decrece proporcionalmente a si mismo.

3.5.2. Resolucion de funciones exponenciales utilizando logaritmos

Cuando estamos investigando, la relacion que existe entre dos magnitudes (o
variables), y si la relacion (graficas), entre las dos variables en una curva, podemos
lanzar como hipétesis de que se trata de una funcion potencial directa de la forma
general:

Y = K- x"ysial hacer la grafica (log y vs. log x) que es la que verifica esta hi-
potesis; resultara no una linea recta aproximada, sino una recta deformada (me-
dio curva), significaria que la funcién no es potencial.

Entonces debemos formular una nueva hipdtesis, la misma que seria «se trata
de una funcién exponencial» de la forma general:

y=C-10™

;Como podriamos verificar esta hipdtesis? Una forma directa y sencilla seria
aplicando logaritmos comunes a ambos miembros de esta ecuacion, resultando:
| dol t b bros de est Itand

logy =logC x10™
Aplicando las leyes de los logaritmos tenemos:
logy =1logC +mx logl0
Como log 10 = 1 resultaria finalmente:
logy =logC +mx
Si hacemos que: logy =y ; logC=b obtenemos:

y=>b+mx

Que es la ecuacion de una linea recta con pendiente m, e interseccion sobre
el eje Y igual a b.
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Lo que significa que, al aplicar logaritmos a la ecuacién exponencial, hemos
obtenido una ecuacidn lineal semilogaritmica.

Para obtener esta linea recta, se debe graficar: log y vs. x y si esta grafica es
una linea recta, estariamos verificado dicha hipoétesis. Luego, la funcién seria una
funcién exponencial, de la forma:

y=C-10™

En donde el coeficiente m que acompaiia a la variable X, se determina al cal-
cular la pendiente de la grafica semilogaritmica, y el coeficiente C es la intersec-
cion sobre el eje log y.

Para no estar graficando los valores de log y, es bueno confeccionar un papel,
en el que el eje vertical (Y) sea logaritmico, este papel se llama «papel semiloga-
ritmico», ya que el eje X es normal, es decir proporcional a los niimeros reales.

Una vez que se ha determinado la ecuacién empirica especifica exponencial
en la forma:

y=C-10™

Es util transformarla a cualquier otra base en lugar de (10) como por ejemplo
la base de los logaritmos naturales (el nimero € = 2.71828...), cuya forma gene-
ral seria:

y =a . eI'I)C
Esta transformacion simplemente se la realiza, haciendo que:
a=C

o Mo __m
loge 0.4343

P~

Demostrando:
y=C-10™ (A)
y =a.e” (B)
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Aplicando logaritmos:
logy =logC +mx log 10
logy =logC +mx (Al)
logy =loga + (n loge)x(B'l)
Como:
A] = B—l
logC =loga=>a=c

Por analogia:
m =nloge =n=

loge

Ejemplo 3.14

Al medir la resistencia (R) en funcién de la longitud (L) en un elemento pasi-
vo electrénico, se encontraron los siguientes resultados:

R (©) 6.7 28.1 118.6 500.0 2108.5
L (mm) 125 15 1.75 20 225

Determinar la funcién entre estas variables (magnitudes) y expresarla de la
mejor manera (ecuacion) en unidades del SI.

Sila funcién es exponencial exprésela en base 10 y base e.
Se va a determinar: R= f(L). Para ello realizamos la grafica:
ESCALAS: L:1 cm =0.25 mm

R:1cm =200 MQ
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Figura 3.24 Grafica una curva
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La grafica es una curva, pero analizando su crecimiento con valores propor-
cionales de la longitud (L), lanzamos como hipdtesis que es una funcién exponen-
cial de la forma general:

R=C-10™

Esta hipdtesis la podemos comprobar aplicando logaritmos comunes a la
ecuacion anterior. Se obtiene:

logR=logC+ mL

Que es una ecuacidn lineal semilogaritmica (log R vs L), lo que nos sugiere
realizar una grafica semilogaritmica de la forma descrita (para papel logaritmico)
con la particularidad de que, en este caso, solo el eje vertical (log y) se lo transfor-
ma en eje logaritmico; el eje x es un eje normal (proporcional). Como ya existen
papeles semilogaritmicos, construidos con diferentes escalas, simplemente proce-
demos a utilizar este papel, al cual transportamos los datos de este ejemplo con las
escalas adecuadas indicadas en la figura 3.25.
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Figura 3.25 Graficalog R vs. L

o000 |

1000

A pesar de que solo se pudieron representar en las graficas tres datos (puntos)
con el papel utilizado, es obvio que la gréfica es una recta; por lo tanto, la hipdtesis
planteada es verdadera. Asi, podemos procedemos a calcular los valores de las
constantes:

o Calculo de m: esta es la pendiente:

. _logR, ~logR, _ log 500 ~log (28.1)
L,-L, 2-15

=m=25

« Calculo de C: despejando de la funcién exponencial:

R 118.6
= IOrLL = 10 2°07) =C =0.005
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Luego, la ecuacién exponencial en base 10 seria:
R = 0.005x10*** = endonde L(mm)=>R (MQ)
También se la puede expresar en base e:

R=Ce™
n=23m=2.3 (2.5 ):> n=5.75 luego:
R =0.005¢>”" = en donde: L (mm) =R (Q)

Para expresar estas ecuaciones en el SI, lo hacemos a través de las constantes:

6
¢ =0.005 Max 22 _ 50000
MQ
m=25 1 x ™ 5500l juegor
mm 107m m

R =5000 x 10°"*= en donde L(m) =R (Q)
R =5000e°°"

3.6. FUNCIONES POLINOMIALES

Sila grafica Y en funcion de X es una curva como la de la figura 3.26. y si con-
sideramos que no es una funcién potencial directa (Y= KX»), ni una exponencial
(Y= C10mx), otra alternativa puede ser que es una funcioén polinomial de orden
enésimo (representada por una ecuacion con varios términos). En este caso, se
puede lanzar como hipoétesis que es esta funcidn, pero iniciamos definiendo el
polinomio. Por ejemplo, consideramos que nuestra primera idea sea un:
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Figura 3.26 Funcion polinomial
Ya

3.6.1. Polinomio de segundo orden

El mismo que esta definido por la siguiente ecuacion:

Y= A+BX +CX’

En donde A, B y C son constantes arbitrarias.

Podriamos verificar esta hipdtesis utilizando los siguientes artificios matema-
ticos en la ecuacion anterior:

Y —4=X(B+CX)

Y-A_picx
X
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Llamandoa u = una nueva variante tenemos:

u=B+CX

Hemos obtenido una ecuacion lineal de pu= f(x). Este resultado sugiere rea-
lizar una grafica de p vs. x para comprobar la hipétesis. Si esta gréfica fuese una
recta aproximada, la hipdtesis seria verdadera, y si el mismo es una curva, la hi-
potesis seria falsa. Para realizar la grafica p vs. x, debemos hallar los valores de
p = (Y-A)/X . Para esto se requiere obtener previamente el valor de la constante
A, la misma que teéricamente se puede obtener en la ecuacion y representa el
polinomio de segundo orden y seria el valor que tomaria Y= A, cuando X=0. Esta
ecuacion se considera representada por la grafica Y= f(x) (fig. 3.26.). Luego de leer
en esta grafica el valor de A, que seria el valor que toma Y cuando X=0, sila curva
no cortaria el eje de las Y cuando X=0, debemos prolongar la curva simétrica,
siguiendo la simetria con un curvigrafo.

Figura 3.27 pvs. x (recta)

B=yin
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Con el valor de A, se determinan los valores de pt y con una escala adecuada
realizamos la grafica p vs. X. Si esta grafica resulta una recta aproximada como la
de la figura 3.27, comprobariamos que nuestra hipdtesis (funcién polinomial de
segundo orden) es correcta y pasariamos a determinar las constantes By C.

El valor de B seria aquel valor que toma p cuando X=0, el mismo que po-
driamos leer en la figura 3.27 y, el valor de C corresponde a la pendiente de esta
misma grafica:

cAu_t—m

Ax  x,-x
Estos valores se remplazarian en la ecuacién polinomial de segundo orden ge-
neral y se obtendria la ecuaciéon empirica particular para un caso muy especifico.

Ahora, si la grafica p vs. X resultaria ser una curva, como la de la figura 3.28,
concluirfamos diciendo de que la hipdtesis es falsa. Pero ello no significa que no
puede ser un polinomio; simplemente no ha sido de segundo orden, pero puede
ser de otro orden. Luego lanzamos como hipétesis de que es una:

Figura 3.28 pvs. x (curva) falso segundo orden
Ya

131



Fisica. Fundamentos tedrico-practicos para ciencias e ingenierias

3.6.2. Funcion polinomial de tercer orden

La ecuacion general que rige a este polinomio es:
Y=A+BX +CX + DX’

En donde D es otra constante arbitraria. Procedemos a comprobar esta nueva
idea siguiendo un procedimiento similar al anterior:

Y- A= (B+ CX+ DX>)X
Y -4 Y- 4

— - B+ CX+ DX? sip= tenemos:
u= B+ CX+ DX?
- B =X(C+ DX)
- B - B
ﬂT = C+ DX si Z='u nos queda:
Z=C+DX

La misma que corresponde a una ecuacion lineal de Z= f(x); resultado que
sugiere realizar una grafica de Z vs. X para comprobar la hipdtesis. Para realizar
esta gréfica, se debe determinar previamente la constante B, la misma que tedri-
camente seria aquel valor que toma (y, =B) cuando X=0; valor que debe leerse
en la figura 3.28. Con este valor se procede a calcular los valores de Z=p-B/X y
realizar la grafica de la figura 3.29. Si esta grafica resulta ser una recta aproximada,
entonces nuestra hipotesis seria correcta y procederiamos a determinar las otras
constantes (Cy D).
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Figura 3.29 z vs. x (recta) verdadera funcién tercer orden

ik
? ’
»
U
L ]
i
w
1]
A
] 1 X

El valor de C seria aquel valor que toma Z cuando X=0, y el valor de D resulta
ser la pendiente de la grafica de la figura 3.29.

b2 _Z,-7,
AX X, -X,

Y reemplazando los valores de las constantes, en la ecuacion polinomial de
tercer orden general, obtendriamos la ecuacion empirica particular para un caso
especifico.

Si la gréfica Z vs. X no es una recta, sino una curva, la hipétesis de tercer
orden seria falsa. Pero esto no significa que no puede ser un polinomio, solo que
puede ser de cuarto orden, o de cualquier otro orden. La comprobacion se haria
mediante un procedimiento similar al descrito para los dos casos.
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Ejemplo 3.15

Al medir la carga (Q) en funcion del voltaje (Vab) en un diodo, se encontra-
ron los siguientes resultados:

00 1.5 20 25 30 -10 20 -30
120 -15 -18.0 455 -87 210 56.0 1470

Vab (V)
Q (uo)

Solucion:

En primer lugar, realizamos la grafica Q= f (Vab) (fig. 3.30).
ESCALAS:
Vab:1cm=0.5V

Q: 1 cm=20 pc

Figura 3.30 Q vs .Vab (curva) polinomio

Q [uc)

Vah (V)
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Como la grafica es una curva, lanzamos como hipétesis que puede ser un
polinomio de segundo orden de la forma general:

O=A+B Vab+C Vab®
La misma que la podriamos comprobar ast:

O- A= Vab (B +C Vab)

O-A4 _picvap s ﬂ=Q_A
Vab Vab

u=B+CVab

tenemos:

Que es una ecuacion lineal de p= f (Vab). Luego hacemos la grafica p vs. Vab
(fig. 3.31), hallando el valor de A y los valores de , el valor de A= Qo=12 pc en la
figura 3.30. Luego, los valores de p serian los siguientes:

Vab (V) 00 15 20 25 30 -10 20 -30
Q (ue) 120 -15  -180 455 -87 210 560 1470
O-4(u
= - - -9 -15 -23 -33 -9 -22 -45
Vab \ V
z-HoBlme
Vab \ 12 - -4 -6 -8 -10 6 95 14
ESCALAS
p: 1 cm=3 uc/V

Vab: 1cm=0.5V
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Figura 3.31 p vs Vab (curva) no de segundo orden

]

Como la grafica p vs. Vab (fig. 3.31) es una curva, la hipétesis no es correcta.
Luego lanzamos como nueva hipoétesis de que es una funcion polinomial de tercer
orden, de la forma general:

O= A+ B Vab+CVab’+D Vab’

La misma que podemos verificarla con un procedimiento similar:

Q - A=Vab (B +CVab +DVab’)
0-4

-A .
0 =B +CVab +DVab® si U= tenemos:
Vab Vab
u= B+ CVab +DVab’
u—B=Vab (C +DVab)
n-8 =C+DVab ST Z = #-B nos queda:
Vab Vab
Z=C+DVab
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Que es una ecuacion lineal. Luego hacemos una grafica Z vs. Vab (fig. 3.32).
El valor de la constante B se puede leer en la figura 3.31. Es el valor que toma p
cuando: Vab = 0, si la curva no corta el eje (1) prolongamos la curva siguiendo
cuidadosamente la simetria y nos resulta que:

B = -3uc/V
ESCALAS:
Z:1cm=2uc/V

Vab: 1cm =05V

Figura 3.32 Z vs. Vab (recta)

2
Ziv )
18 -

Vab (V)

Como resulta una recta, hemos comprobado que la hipdtesis de que es un
polinomio de tercer orden es verdadera, luego procedemos a determinar las cons-
tantes Cy D [11].
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El valor de C = Z, cuando Vab = 0, en la figura 3.32.
C=2pc/V
Y el valor de D, la pendiente de esta grafica (fig. 3.32).
pc
. Z,-Z, [('6'6)]F=-12
Vab, -Vab, 2-(-)v. 3

D=—4%

Luego, la ecuacion especifica sera:

O = 12 -3Vab +2Vab’— 4Vab®  endonde cuando:  Vab (V) =0 = (MC)

Para expresar la ecuacion en el SI, expresamos las constantes en el SI, as:

-6

A=12 pc x 1:3(: =12x10°uc
-6
B3 B 107 C 530S
Vu cV
-6
C=2 “—ixlo S ><10'632
\'% pe \%
-6
D =4 “—‘;xlo C o 4x10° C—3
A% pe \%

Q=12x10"3x10"°Vab +2 x10°Vab* - 4 x 10" Vab’

En donde cuando Ec. en el SI.

138



CAPITULO IV.
EJERCICIOS PROPUESTOS
DE GRAFICAS Y FUNCIONES

Se presentan los siguientes ejercicios propuestos [11].

1. Escribir las siguientes expresiones en forma exponencial:
a) 3-3-3-3-3-3-3

b) 1/(5-5-5-5-55)

) Y/ gxt]gxflgxt/g

2. Escribir los resultados de las siguientes operaciones en forma exponencial
simplificada:

a) 2°.23.26

b) 52.55.5%

c) (4p) (4p)’ (4p)*
d) 4°/42

e) Mr*/Mr?

f) H*NH

g) (24.26) / (23.2-5)
h) h1/2.h3/2

3. Encontrar la raiz principal de:
a) raiz cubica de -27
b) raiz cubica de -64

¢) raiz cuarta de 81
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4. Transformar cada una de las siguientes expresiones a la forma de radical o
fraccionaria y a la forma potencial.

a) 3%°

b) 3"2p'rd*?

) T2

d) V3

e) V125

f) p*/p

g V5

h) V18

i) 47

j W

5. En la ecuacién: I=E/ R que sucede al valor de I si:
a) solo E se triplica

b) solo E se reduce a la mitad

c) solo R se divide por 3

d) solo R se multiplica por 5

e) solo E se duplica y R se divide por 4

6. La lectura del voltimetro V, cambia con la corriente I en un circuito, como
se muestra en la tabla siguiente:

I(A)
V)

0 0.100 0.195 0290 0390 0485
0 20 40 60 80 100

a) Determine la ecuacion empirica a través de una grafica con estos datos.

b) De acuerdo con el valor y unidades de la pendiente (o constante de pro-
porcionalidad). ;Qué significado fisico tiene esta constante?
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c) ;Qué ley general hemos estado comprobando?

7. La densidad del metano (d) a 0°C, fue determinada para varias presio-
nes (P). Los datos se dan en la tabla siguiente: cm = centimetro de mercurio;
g/l = gramo por litro.

P(cm Hg.)
D (g

19 38 57 76
0.18 036 0.54 0.72

a) Construir la grafica con los datos.

b) ;Qué conclusiones se pueden sacar acerca de la relacion entre las varia-
bles, ya sea analizando los datos y/o la grafica Q?

c) Determine la ecuacion empirica de la grafica y exprésela en el SI.

d) Utilizar la ecuacién para calcular el valor de la densidad del metano a una
presion de 45 cm Hg. Confrontar el valor calculando con el leido en la grafica.

e) Utilizar la ecuacidn para calcular el valor de la presion para una densidad
de 0.63 g/1. Confrontar el calculo con el valor leido en la grafica.

8. En un tubo cerrado que contiene aire, se forzo aceite. La altura H de la
columna de aire, varia con la presién P como se muestra en la tabla siguiente:

P (Ib/pul®)
H (pul)

67 8.1 102 129 144 176 214 251 294
133 107 92 7.1 6.3 5.1 4.1 35 30

a) Construir una grafica de Hy P con estos datos.

b) ;Qué conclusiones pueden obtenerse de la grafica?

c) Linealice la gréfica anterior.

d) A partir dela grafica lineal, determine la ecuacién empirica especifica en el SI.

9. El periodo T de un resorte que oscila varia con la masa (M) fija a uno de
sus extremos. Los datos experimentales se reproducen en la tabla siguiente:

0 0.10 020 0.30 040 0.50
0 0.65 0.90 1.12 1.30 145

M (kg)
T (s)
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a) Realice una gréfica de T en funcién de M.
b) ;Qué tipo de proporcioén le sugiere la grafica?
c) Linealice la gréfica anterior.

d) Determine la relacion funcional entre T y M. Pruebe la validez de la ecua-
cién por sustitucion de uno de los puntos.

e) Encontrar graficamente la masa que produciria un periodo de 1.0 s.
f) Encontrar graficamente el periodo para una masa de 0.56 kg.

10. Dadala ecuaciéon T =630 000 / N ;Qué cantidades deben plantearse sobre
los ejes para que den una grafica recta?

a) ;Cudl seria el valor numérico de la pendiente de la grafica lineal?
b) ;Qué relacién existe entre T y N?

11. Dada la ecuacién P = 3.2 (107) %, ;qué cantidades deben representarse
sobre los ejes para que den una grafica recta?

a) Cual seria el valor numérico de la pendiente de la grafica lineal?
b) ;Cual es la relacion funcional entre P y t.
12.La aceleracion (a) varia con el tiempo (t) como se indica en la tabla si-

guiente:

T (s)
A (cm/s)

299 200 160 13.7 123 11.1 10.1
038 0.85 132 1.81 225 2.86 3.34

a) Realice una graficaaxt.
b) ;Qué conclusiones puede sacar de la grafica?
c) Linealice la grafica.

d) Determine la ecuacién que relaciona a y t. Probarla por sustitucion de uno
de los puntos dados. Exprésela también en el SI .
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13. Al medir la posicién X en funcion del tiempo t en el frenado de una par-
ticula se encontraron los siguientes resultados experimentales:

X (m)
T (s)

2000 3536 128.6 625 358 227
1 2 3 4 5 6

a) De acuerdo con el analisis de los datos, ;qué tipo de funcion general cree
usted que sera?

b) ;Qué puede relacionar a X en funcion de t?

c) Realice una grafica de X en funcién de t. ;De acuerdo con la forma de la
grafica, ha comprobado usted su hipétesis?

d) Encuentre la ecuacién empirica especifica que relaciona a X y t, por el
método que mas le convenga. No olvide expresar las unidades de la constante de
proporcionalidad.

14. Al aplicar la fuerza (F) a un cuerpo elastico se midi6 la elongacién (x) que
se producia en este. Se encontraron los siguientes resultados experimentales:

F(N)
X (cm)

0.05 14 98 388 1132 2717 5694
1 2 3 4 5 6 7

a) Encuentre la ecuacion empirica especifica que relaciona F en funcién de k
por el método que mas le convenga.

b) Exprese esta ecuacion en SI.

15. Al medir la presion atmosférica (P) en funcion de la altura (h) en un pla-
neta, se encontraron los siguientes resultados:

P (mm Hg)
H (km)

270 462 524 600 669 886
1.0 25 3.1 39 47 7.6

a) Determine la ecuacion empirica especifica que relaciona P en funcién de
h por el método mas conveniente.

b) Exprese esta ecuacion en el SI.
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16. Al medir la presion (P) y el volumen de un cierto gas en un proceso iso-
térmico se obtuvieron estos datos:

15574 9587 7218 5901 4443 3107
001 0.02 0.03 004 0.06 0.1

P(Pa)
V ([md)

a) Determine la ecuacion empirica especifica que relaciona a P con V.
17. Al medir la energia radiactiva (R) en funcion de la temperatura (T) de un

cuerpo altamente radiactivo se encontraron los siguientes resultados:

0.002 0.63 2.00 632 200 632 200.0
00 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 020

R )
T(O)

a) Realice una grafica de R en funcién de T.

b) De acuerdo con las caracteristicas de la grafica anterior, ;puede usted lan-
zar una hipdtesis respecto a qué tipo de funcion general podria relacionar estas
variables?

c) Ahora compruebe su hipétesis determinando la ecuacién especifica. Utili-
ce el método mds conveniente. Si es una ecuacion exponencial, exprésela en base
10 y en base e. Y, aplicando estas ecuaciones, calcule R para T = 0.22 °C y para
0.15 °Cy compruebe que con ambas ecuaciones obtiene el mismo resultado.

18. Al medir dos variables que intervienen en un evento cientifico, se encon-
traron los siguientes resultados:

Y 300 160.6 860 460 246 13.1
X 0.0 025 0.50 0.75 1.00 125

a) Determine la ecuacion especifica que existe entre Y y X por el método que
mas le convenga.

19. Al medir el espacio (X) en funcién del tiempo (T) en un movimiento se
determinaron los siguientes resultados:

X (pie)
T (s)

5x10°  19.8x10° 32.7x10° 40x10° 559x107
10 25 35 40 50
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a) Encuentre la relacion especifica empirica que existe entre X y t en el SI.

b) Indique unidades para X y t, como también las unidades de la constante
que relaciona a estas magnitudes.

20. Al medir el periodo (T) en funcién del momento de inercia (I) de un cuer-
po elastico, se encontraron los siguientes resultados:

T (s)
L (kg m?)

56.7 64.2 727 824 934
005 0.10 0.15 020 025

a) Encuentre la relacion empirica especifica que existe entre T en funcion de
Ienel SI.

b) Indique unidades de constantes y variables.
c) Sies funcidn exponencial, exprese las relaciones en base 10y e

21.En una practica de un condensador en el vacio, se midi6 la carga (Q) y el
voltaje (Vab). Determinandose los siguientes resultados:

284.6 675 16.0 38 16
025 05 0.75 10 1.15

QUO)
Vab (V)

a) Determine la relacién empirica especifica que existe entre Q y Vab en uni-
dades del SI.

b) Si es funcién exponencial, exprese las relaciones en base 10 y e.

22.En un experimento, al medir la altura (h) en funcién del tiempo (t), se
obtuvieron los siguientes resultados:

10 20 30 35 40 50
100 210 380 48.75 61.0 90.0

t(s)
h (pie)

a) Determine la ecuacion especifica entre estas magnitudes en el SI.
b) Cual seria el significado fisico de las constantes de esta ecuacion.

c) Cual seria la ley general que existe para este caso.
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23. Al medir la energia (E) en funcién de la temperatura (T) se obtuvieron los
siguientes resultados:

6.0 80 220 540 100 80 120
00 10 20 30 -10 20 -30

EW)

T (K) 40

20 ‘

a) Determine la relaciéon que hay entre magnitudes en el SI.
24. En una practica de laboratorio, al medir el momento de inercia (I) en

funcién de la longitud (L), se obtuvieron los siguientes resultados:

00 100 150 200 -50 -10 -150
-40 2990  -6865  -1234 -96.5 -349 7615

L (cm)
I (g/em?)

a) Haga una grafica de I en funcién de L.

b) De acuerdo con la grafica, ;cudl puede ser la funcion o ecuacién general
que existe entre estas magnitudes?

c) Linealice la grafica en papel milimetrado.
d) Determine la ecuacion especifica en el SI.

25. Al medir la carga (Q) en funcién del voltaje (Vab), se obtuvieron los si-
guientes resultados:

00 15 20 25 30 -10 20 -30
120 -15 -180 455 -87 210 56.0 1470

Vab (V)
QO

a) Determine la ecuacion especifica que existe entre estas variables en el SI.
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CAPITULO V.
MAGNITUDES VECTORIALES

5.1. CLASIFICACION DE MAGNITUDES POR LA DEFINICION

A las «<magnitudes», que son las componentes fundamentales de las funciones
o relaciones que expresan las leyes de los fenémenos fisicos o eventos cientificos,
se las clasifica ahora desde el punto de vista de cdémo queda definida una magni-
tud, desde este enfoque, las magnitudes se clasifican en: escalares y vectoriales.

5.2. MAGNITUDES ESCALARES

Son aquellas que se definen expresando unicamente «la medida» de la magni-
tud, que también se llama médulo, el mismo que se indica a través de «un nimero
real» acompanado de la unidad de medida. Por ejemplo:

5.2.1. Longitud

Puede expresarse como 12 ¢cm, 25 m, 250 km, y no es necesario indicar nada
mas, para que quede definida la longitud, o sea, esta es una magnitud escalar.

5.2.2. Masa

La masa de un objeto es 200 kg, 5000 g, 2 Ib, y de esta manera queda definida
la masa. Luego, es una magnitud escalar.
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5.2.3. Tiempo

El tiempo puede ser 10 h 17 min 5 s. Luego, el tiempo también es una mag-
nitud escalar. La mayoria de las magnitudes que se utilizan en ciencia son ESCA-
LARES, porque se definen midiendo el médulo en una escala.

Pero existen magnitudes que no quedan definidas indicando tnicamente el
modulo (o medida) de la magnitud como, por ejemplo:

5.3. MAGNITUDES VECTORIALES

Sile pedimos a usted que se desplace 10 metros, ;lo podria hacer? Usted diria
que jno! porque no le han indicado la direccidn, ni el sentido (;hacia donde?).
Entonces, esta magnitud no queda definida indicando solo el MODULO; ella
requiere, para definirse, dos elementos mas, que son la DIRECCION y el SEN-
TIDO. A las magnitudes que se definen sefialando médulo, direccion y sentido
se las denomina «MAGNITUDES VECTORIALES» o, geométricamente, simple-
mente vectores.

5.3.1. Representacion grafica de vectores

Un vector se puede representar en forma grafica por medio de un segmento
de recta dirigido (por definicion, tiene direccion). El modulo representa la lon-
gitud del segmento que debe ser proporcional al mddulo y el sentido por la saeta
dibujada en uno de los extremos del segmento.
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Figura 5.1 Representacion grafica vectores

cb—~

A los vectores se les suele representar con letras mayusculas o mindsculas,
colocando una flecha sobre la letra para indicar que se trata de un vector. Se puede
utilizar una sola letra, pero también dos letras; si se hace de esta forma, la primera
letra debe representar el origen y la segunda, el extremo del vector. Al médulo del
vector se suele representarlo del modo siguiente:

Médulo — 4 — \Z \

Cualquiera de las dos formas [5].

5.3.2. Mecanica de proyecciones

A un vector representado en forma grafica, se lo puede descomponer en sus
componentes rectangulares (o proyecciones), como también si se trata de un vec-
tor en el espacio, se podria determinar sus proyecciones en los planos correspon-
dientes a un SISTEMA TRIDIMENSIONAL. Estos planos son: «xz» (plano del
piso o plano horizontal), «yz» (un plano lateral) y «xy» (el plano frontal), como se
muestra en la figura 5.2.
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5.3.3. Sistema tridimensional

Figura 5.2 Mecanica de proyecciones
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Como notamos, hemos obtenido seis proyecciones en los tres ejes , y tres

proyecciones en los tres planos.
Plano Xz: Plano horizontal: Axz, fig. 5.3 (a)
Plano Yz: Plano lateral: 4yz, fig. 5.3 (b)

Plano Xy: Plano frontal: Axy, fig. 5.3 (c)
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Figura 5.3 Proyecciones en planos
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Las proyecciones, sean en ejes o en planos, las podemos utilizar para expresar
un vector, debido a que cualquier vector es la suma vectorial de sus componentes
rectangulares. Asi tenemos que:

A = Ax +Ay +Az (5.1)
A=dxz+4y  (5.2)
A =Adyz +4x  (5.3)
A=dxy +4z  (5.4)
ZXZ =:‘ix +1:iZ (55)
Zyz =Zy +A4z  (5.6)
ny = Ax +Zy (5.7)
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El vector en el espacio 4 lo podemos expresar como la suma vectorial de sus
componentes rectangulares (ecuacion (5.1)).

El vector en el espacio también se puede expresar como la suma vectorial de
una proyeccion en uno de los planos mas la proyeccion en uno de los ejes respec-
tivos (ecuaciones (5.2), (5.3) y (5.4)).

Las proyecciones vectoriales en los planos, también se pueden expresar en
funcidn de la suma vectorial de sus componentes rectangulares (ecuaciones (5.5),

(5.6)y (5.7)).

5.4. FORMAS ANALITICAS DE REPRESENTAR VECTORES
5.4.1. En funcion de coordenadas rectangulares

En esta forma, se los puede representar a través de un conjunto ordenado de

tres elementos, asi:
A= (Ax, Ay, AZ) (5.8)

Ax = coordenada en el eje horizontal x.
Ay = coordenada en el eje vertical y.
Az = coordenada en el eje frontal z.

En esta forma, se puede expresar cualquier vector, sea que se encuentre en un
eje, 0 en un plano, o en el espacio.

Ejemplos:
A =(5,0,-6)m D=(0,-3,0)m
B =(-3,4,0)m E =(5,0,0)m
C =(0,-6,4)m F=(2,4,-5)m
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Todos estos ejemplos se pueden también representar en forma grafica estima-
tiva. Asi, tenemos:

Figura 5.4 Representacion grafica a partir de coordenadas rectangulares
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5.4.2. En funcion de coordenadas polares

Esta forma de representar vectores se utiliza para vectores en un plano o en
los ejes, pero no es posible para expresar vectores en el espacio. La forma analitica
es la siguiente:

—

A= (A ,<<¢ conun eje) (5.9)

En este caso A4 es el vector para representar que debe estar en un plano, al
mismo que habria que identificarlo con subindices (xy, xz o yz). >

A= modulo del vector

@ = un angulo que indica la direccidn y sentido, pero que se debe especificar
con un subindice con qué eje se forma en el plano especificado

Considerando que la convencion de signos para medir angulos en un plano
es la siguiente: si el angulo es positivo (+) se considera el angulo medido desde el
eje indicado (EJE POLAR) en sentido antihorario, y si es negativo (-) se mide en
sentido horario.

Ejemplos:
Axy = (10 km; 70°con x) Bxz = (12 km, 130° con z) 6yz= (Skm, 215° con y)

A estos vectores expresados en forma analitica en coordenadas polares, los
podriamos graficar estimadamente para completar su representacion.

Figura 5.5 Coordenadas polares
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5.4.3. En funcion de coordenadas geograficas

Las coordenadas geograficas que se utilizan como referencia para represen-
tar la direccién y sentido de un vector saon los puntos cardinales de la Tierra:
Norte (N), Sur (S), Este (E) y Oeste (O). Estos puntos cardinales nos sirven en la
realidad para dirigirnos en el plano horizontal (de la Tierra). Luego, estas coor-
denadas las utilizaremos tinicamente para vectores que se encuentren en el plano
horizontal (xz).

Con las siguientes referencias:
Z(+) > SUR(S); Z(-) - NORTE (N)
X (+) > ESTE (E); X(-) > OESTE (O)

Representacion analitica:

A= (A;<>:0rientaci(')n) (5.10)
A = vector que esta localizado en el plano xz
A = modulo del vector
S = Orientacién = Angulo que indica la direccién y sentido en el plano xz.
Ejemplo:
(10m/s ; S30°E)
= (12m/s ; N20°0)

(8m/s ; N55°E)
(9m/s ;S0)

A B =
C D =

A estos vectores, los podemos representar estimativamente en forma grafica
(fig. 5.6).
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Figura 5.6 Coordenadas geograficas
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5.5. EN FUNCION DEL MODULO POR EL UNITARIO
5.5.1. Vector unitario

Es un vector cuyo modulo es igual a la unidad.

VECTOR UNITARIO (4 ) DE UN VECTOR (4
Al vector unitario de un vector se define como el vector sobre su mddulo, asi:

A

(i4) =

(5.11)

El vector unitario de ( ﬁA) tiene igual direccion y sentido del vector 4, por
ende, un vector unitario define analiticamente, la direccidn y sentido del vector.

De la ecuacioén (5.11) podemos escribir:

A=4-(u4)
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La ecuacidn (5.11) define un vector en funcién del médulo (A) y el unitario

indica direccién y sentido.

5.6. EN FUNCION DE VECTORES BASE

5.6.1. Vectores unitarios normalizados ¢

Vectores base Moédulo Direccion Sentido
=4, i|=1 EjeX +X
J=4, J|=1 EjeY +Y
K=4u, K|-1 EjeZ +Z

Los vectores base como se muestran en la figura 5.2. Se los utiliza para expre-
sar las coordenadas rectangulares en forma vectorial, asi:

?=/,7 —j—x:Ax = Axi
x

- A

J =i, = A; = Ay =AyJ

]Z=ﬁAZ—A—j=>;iz—AzK

Ec. (5.1) A= Ax +;1y + 4z

Se la podria expresar también ast:

A=Axi+ Ayl + AZK  (5.12)
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La ecuacion (5.12) expresa el vector en funcién de vectores base (i, ] y K) que
es una de las mejores formas de hacerlo, debido a que facilita el desarrollo de las
operaciones con vectores.

Y para expresar un vector en esta forma, previamente debemos obtener las
coordenadas rectangulares (Ax, Ay, Az) y luego pasarlas a la forma de la ecuacion
(5.12).

Al vector unitario definido por la ecuacion 5.11., también se lo debe expresar
en funcion de vectores base. Reemplazando la ecuacién (5.12) en la (5.11), ten-
driamos:

., Axi + AyJ +AzK  Ax - A
id = 2L A AR A A G g
A A A A

Los coeficientes X, y, z, de esta relacion expresan los cosenos de los angulos
directores (a, {3, y).

De acuerdo con la Fig. 5.2.
A A A
cosar = =5 ; cosf =l; cosy i
A A A

Utilizando estas relaciones el vector unitario sera:
uA = cosai + cosﬂj + cosylz (5.13)
5.6.2. Angulos directores
Otra forma de indicar analiticamente la direccion y el sentido de un vec-

tor es por medio de los angulos directores (a, B, y) (ver Fig. 5.2).

ALFA (a) es el angulo comprendido entre el eje positivo de las “X” y una di-
reccion cualquiera (que puede ser la de un vector) que este entre 0°y 180°.

BETA (P) es el angulo comprendido entre el eje positivo de las “Y” y una di-
reccion cualquiera (que puede ser la de un vector) que este entre 0°y 180°.

GAMMA (y) es el angulo comprendido entre el eje positivo de las “Z” y una
direccion cualquiera (que puede ser la de un vector) que este entre 0° y 180°.
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Ejemplos:
Figura 5.7 Angulos directores
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Segun la figura 5.7 (a)
Ax
cosq = —
A
Ay
cosffB=—
p A
cosy = Az
A
De donde:
Ax = Acosa
Ay =Acospf (5.14)

Az =A cosy
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Las relaciones indicadas en la ecuacién 5.14 se utilizan para determinar, en
forma analitica, coordenadas rectangulares en funcion de los angulos directores
(a, B, y) para cualquier vector. Para los casos de la figura 5.7 (b) y (c) las relaciones
correspondientes para obtener las coordenadas rectangulares serian:

Bx = Becosa Cx =Ccosa
By = Bcospf Cy =Ccosf
Bz = Bcosy Cz =C cosy

5.6.3. En funcion del médulo y sus angulos directores

Esta forma no tiene limitaciones porque se la puede utilizar para vectores en
ejes planos o en el espacio:

A=(4,a,B,7) (5.15)

Y los angulos directores, se los puede obtener también de los coeficientes en
i, ] y K dela ecuacion (5.13) que expresa el vector unitario en vectores base, cuyos
coeficientes representan los cosenos de los angulos directores respectivamente.

5.7. REPRESENTACION DE VECTORES EN EL ESPACIO

5.7.1. En funcion del médulo y angulo de elevacion (€)
o depresion (d) y un angulo de orientacion.

A = (A; 8 od;« deorientaci(’)n) (5.16)

El angulo de orientacién ubicado en el plano X Z nos indica la direccion de
la proyeccion del vector en el espacio en este plano horizontal, localizada esta
direccidn, se mide el otro angulo, si es de elevacion (é) hacia arriba de plano hori-
zontal (X, Z), y si es de depresion (a)por debajo del plano horizontal (X,Y) como
se indica en la siguiente figura 5.8.
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Figura 5.8 Vectores espacio

Yi
%
Ay| .
.\\.
__,-"i Ay
/_-"
B 1
A
1
o . -
.-)’I;
F b
Ay
A
g
0
Axz

161



Fisica. Fundamentos tedrico-practicos para ciencias e ingenierias

-~ A R
sene =7y=>Ay = Asene

~  Axz .
cose = T:sz = Acose

30°

Axz

sen3(° = A_x = Ax =Axz sen3(°
Axz

cos30° = A—Z = AXx = Axz cos30°
Axz

En conclusion:

Ay =A sene

Axz =A cose

Ax = Axz sen30° (5.17)
Az =Axz cos20°

Las relaciones (2.17) nos permiten determinar analiticamente las coordena-
das rectangulares (Ax,Ay,Az)y los signos de las mismas depende en el cual de los
octantes se encuentre posicionado el vector, en el caso del ejemplo esta en el pri-
mer octante, por ende todas las coordenadas (Ax, Ay, Az)son positivas.
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5.7.2. En funcion de coordenadas cilindricas

En la Fig 5.9 se ha representado en el primer octante x, y, z un octavo de cilin-
dro. Para que las coordenadas cilindricas (r, 6, y) representen un punto unico en
el espacio, restringimos sus valores de r y 0 en los intervalos:

r>0,0<0<2x

«_ »

y” puede tomar cualquier valor real.

Figura 5.9 Coordenadas Cilindricas
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2.7.3. En funcion de coordenadas esféricas

En la figura 5.10, se ha representado en el primer octante un octavo de esfera
visto en corte. El punto P representa un punto en la esfera externa vy, si conside-
ramos este punto como el extremo del vector que nace en el origen del sistema
tridimensional y que coincide con el centro de la esfera, para que las coordenadas
esféricas del punto P (d, 0, ¢) representen un punto tinico en el espacio tridimen-
sional, restringimos sus valores a:

r>0
O<p<m
0<O0<2xw

Figura 5.10 Coordenadas esféricas
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2.7.4. En funcién de coordenadas geodésicas

Las coordenadas geodésicas también permiten presentar un punto de la tie-
rra con respecto al origen representaria un vector en el espacio de la siguiente
manera:

P = [d.Jongitud (6 latitud (o0d )]

Figura 5.11 Coordenadas geodésicas
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5.8. Transformacion de coordenadas en el espacio

a) Rectangulares (X, Y, Z) a cilindricas (r, 6, y)

1]
o -
____f‘
r
rd
x
=x’ +2°
1 (=
6 =tan” (z) (5.18)
y=y

b) Cilindricas (r, 0, y) a rectangulares (X, Y, Z)
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Figura 5.12 Transformacion de coordenadas
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c) Rectangulares (X, Y, Z) a esféricas (d, 6, ¢)
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2

d=\y>+r

r=x’ 4z

Luego:

d=\x*+y" +z2’

VX 2P
@ = tan | (5.20)

0 =tan‘1(£)
z

d) Esféricas (d, 0, @) a rectangulares (X, Y, Z).

Figura 5.13 Transformacion de coordenadas
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z=rcost ; x =rsent

r=dseng

Luego:
x = d seng send

y =dcosp (5.21)
z =d sen@cosl

5.8.1. Método analitico para transformacion de coordenadas

a) Coordenadas polares (A, @) a rectangulares (Ax, Ay, Az)

En el triangulo rectangulo OBC (fig 5.14)

Ax
Cos@Q = A cos¢

A
seng = Tx = seng > (5.22)

Por logica en el planoxy Az =0
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Figura 5.14 Cambio de coordenadas
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b) Coordenadas rectangulares (Ax, Ay, Az) a polares (A, @).

En el triangulo rectangulo OBC aplicamos el teorema de Pitagoras: A> = Ax*> + Ay”.

N

A =JAx® +Ay2

T
gt (A) J

0 (5.23)
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Si el vector estd en el espacio como en la figura 5.2, aplicando el teorema de

Pitagoras en el triangulo principal (fig. 5.15 (a))

A=A, + 4

2

Y en el triangulo secundario (Fig. 5.15 (b))

Ay = L+ £

Y en el triangulo secundario (fig. 5.15 (b))

AZ=A§(+Ai +A”

A=Ay + 4 + 4

af Ay

=tan”' | —

- 4 Axz

e =cos’ ——
A

L

sz

(5.24)

(b) Ax
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Pero para obtener coordenadas rectangulares en forma analitica se prefiere
aplicar las férmulas (5.14) en funcion de los cosenos de los angulos directores.

5.8.2. En funcion de coordenadas rectangulares:
especificando las coordenadas del origen y extremo del vector

Cuando expresen en forma analitica un vector (/GS) especificando las coorde-
nadas del punto de origen A (Ax, Ay, Az) y las del punto extremo B (Bx, By, Bz), se
debe transformar las coordenadas (componentes rectangulares) de un solo punto
(extremo del vector) siempre y cuando el punto A (origen) coincida con el origen
del sistema de coordenadas (0, 0, 0) o que este punto esté en el punto A. Esto se
consigue analiticamente restando las coordenadas del extremo (Bx, By, Bz) me-
nos las del origen (Ax, Ay, Az).

AB

[(B)~(4)] = [(Bx, By, Bz) - (Ax, Ay, 4z)]
AB = [(Bx ~Ax ),(By-A4y), (Bz —AZ)]

—

AB = (ABx, ABy, ABz)

Demostracion:

Dado el vector AB con las siguientes coordenadas rectangulares:
A=(Ax,40) 'y B =(Bx,By0)

Como son puntos localizados en el plano XY, los dibujamos (fig. 5.16)

_ Segun la figura 5.16, las coordenadas o componentes rectangulares del vector

AB seran:
ABx = Bx - Ax
ABy =By -4y
ABz =Bz -Az

Lo que queda demostrado.
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Figura 5.16 Coordenadas rectangulares (origen-extremo)
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5.9. OPERACIONES CON VECTORES

5.9.1. Suma de vectores o adicion vectorial

5.9.1.1. Método del poligono (forma grafica)

Dados los siguientes vectores:
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—

R=A+B+C
Este método de suma consiste en dibujar los vectores desde un punto cuales-

quiera uno a continuacién de otro, y la suma en forma grafica es el vector que ini-
cia en el origen del primero y termina en el extremo del tltimo vector (Fig. 5.17).

Figura 5.17 Método del poligono

5.9.1.2. Método del paralelogramo (forma grafica)

Este método consiste en sumar vectores de dos en dos. Los dos vectores que
van a sumarse se dibujan a partir de un punto comun de origen y luego se traza
una paralela al primero por el extremo del segundo, y una paralela al segundo por
el extremo del primero. De esta forma, resulta un paralelogramo, la suma es la
diagonal que inicia en el origen comun y termina en el vértice opuesto (fig. 5.18).

En esta figura se ha procedido a sumar por el método del paralelogramo

—

A + B primero y luego C (fig. 5.18).
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Figura 5.18 Método del Paralelogramo
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La suma de vectores cumple con la propiedad conmutativa, lo que significa
que el orden de los sumandos no altera el resultado.

5.9.1.3. Método del paralelogramo (forma analitica)
Estos métodos de sumar vectores son utiles si los complementamos con una

forma analitica de sumar vectores.

Refiriéndonos a la fig. 5.18, elegimos en primer lugar A+B.
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Figura 5.19 Suma por el paralelogramo
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En el triangulo ODE (que no es rectangulo) podemos determinar la longitud
de |A + Blaplicando la ley de los cosenos, asi:

R} =A°+B?-24B cosd 6 =180°- 6
cos (180°—19) = —cosf

Luego:

R, =\A? +B* +24Bcosf

La direccidn y el sentido, si se tratara de vectores en el plano, se pueden de-
terminar con el angulo @ medido en sentido antihorario con respecto al eje X
(positivo), lo determinamos aplicando la ley de los senos:

B R,

= = ¢ =sen’’ 5 send|; sen (180° - H) =sen6d
seng  send R,

Nos queda:
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Para determinar analiticamente la suma: j& +B+ é = ﬁ, nos referimos al
tridngulo OFE en la figura 5.19 y, para determinar el médulo |R|, aplicamos la ley
de los cosenos:

2 p2 2
R =R/ +C"-2RCcosp  luego:
p=90°+¢

R= \/Rf +C? —=2RC cosp (5.25)

La direccién y sentido también los podemos expresar analiticamente con el
angulo A formado en sentido antihorario con el eje X (+).

A=¢+e¢ (5.26)a

Y el angulo € lo podemos determinar con el mismo triangulo OEF aplicando
la ley de los senos:

C R

+ =g =sen’
senE  senp

< sen
R P (5.26)b

Y asi estaria definido el angulo con la ecuacion(5.26)a.

5.9.1.4. Método algebraico

Este método es el mas adecuado para sumar vectores. Para hacerlo, lo tnico
que se exige es que los vectores estén expresados en funcion de vectores base; asi:

A = Axi + ij+AZIZ
B =Bxi + Byf+BZI€
C =Cxi + Cyf+Cz]E
R=A+B+C = (Ax + Bx +Cx);+(Ay +By+Cy)j+ (Az+ Bz + CZ)IE

R= Rxi + Ryj+ RzK (5.27)
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En donde:
Rx =Ax+Bx +Cx = EVx
Ry =Ay +By +Cy = ;sz

Rz =Az +By + Cz = EVZ

Estas sumatorias Z son algebraicas; por ello, el método se llama «ALGE-
BRAICOn».

5.9.2. Resta o sustraccion de vectores

Los métodos para restar vectores son los mismos de la suma solo que hay que
sumar A + (-B) para ello se define el vector negativo de un vector como uno igual
en modulo y direccion, pero de sentido opuesto, en forma grafica se gira el vector
positivo 180° y este es el método negativo.

D=A-B

La resta no cumple con la propiedad conmutativa, es decir;

A-B=B-4
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«

L
: 4

Estos métodos pueden sustituirse por el método del triangulo.

5.9.2.1. Método del triangulo

Analiticamente, resolvemos el triangulo de la figura 5.20. Para determinar el
modulo |A - B| = (D), aplicamos la ley de los cosenos:

D=\A?>-B*-24Bcos 6  (528)
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Figura 5.20 Método del tridngulo

Y la direccién y sentido con el angulo @ medido en sentido antihorario con

respecto al eje X (positivo).
@ = 360°-A4 (5.29)

El angulo A lo obtenemos a partir de la ley de los senos aplicada en el triangu-
lo OCD de la figura 5.20, as:

B D

= A =sen”

B
551 (5290

senA  send

Pero el método mas adecuado sera el «<método algebraico», definiendo el ne-
gativo del vector B o cambiando de signos a sus componentes rectangulares:

—

A = Axi + AyJ + AzK ; B = Bxi + ByJ +BzK
-B = -Bxi - Byj - BzK

D=A-B =4+ (—E)
D = Axi + ij+ AZK —Bx;—Byj—BzIZ
13=(Ax —Bx)?+(Ay —By)j+(Az—Bz)IZ
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D=Dxi +DyJ +DK  (5.30)

5.9.3. Producto de un namero real (n) por un vector (K)

_ Si multiplicamos un numero real (n), que es adimensional, por un vector
A, obtendremos también un vector KI, cuyo modulo sera n veces el modulo del
vector |A[, tendra la misma direccion y el mismo sentido si 1 es positivo y sentido
contrario si # es negativo.

A =nd (531

El vector A tendra también la misma naturaleza del vector A, o sea si A es
velocidad, A también serd velocidad.

5.94. Producto de escalar (K) por un vector (K)

Al multiplicar una magnitud escalar (K) por una magnitud vectorial (A), se
obtendra también un vector B cuyo médulo serd K veces el modulo de |K| , tendra
la misma direccién y el mismo sentido si K es positivo y sentido contrario si K es
negativo, pero como K tiene dimensiones, el vector B sera de diferente naturaleza
que el vector A.

B =KA (5.32)
5.9.5. Producto entre vectores
5.9.5.1. Producto punto, escalar o interno
Sean A y B dos vectores cualesquiera que forman un angulo agudo 0 entre

ellos. El producto punto (g) resulta ser un escalar ast:

A-B = ABcosé@ (5.33)
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Figura 5.21 Producto escalar

«

El valor del producto escalar no solo dependera del médulo de |A| y de |I§|,

sino también del angulo 6 que existe entre ellos.

Si 0 = 0° los vectores son paralelos:

A -B = AB valor maximo +
A-A= 4 wA=uB  (condicién de paralelismo)

—

B-B =B

Si 6=90° los vectores son perpendiculares:
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A
B

A-B =0 (condicion de perpendicularidad)

Si 6=180° los vectores son antiparalelos:

P MR
77 180° N
g A -

o

A-B=-A-B (valor maximo) negativo.

wA = —uB (condicion de antiparalelismo).
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5.9.5.1.1. Producto punto entre vectores base

| gl

i
¥
/
o
i =|i][i]eos0° = 1-1-1=1
S = ‘jHj‘ cos0” =111 =1 (vectores perpendiculares)

12=‘KHK‘coso°_1 1-1=1
i J=JK=K-i=Ji=K-J=iK=0

A-B = (Axl +AyJ+AzK) (Bx;+ Byj+BzI€)

AB-= AXBX + AXBYM-'-AXBZM
Ay Bx M+Ay3y (J-J)+AszM+
AszW+Asz KT )+ AzBz (K-K)
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A-B = AxBx +AyBy + AzBz (5.34)

5.9.5.1.2. Propiedades del producto punto:

- = - >

Es conmutativo: A-B=B-A
Es homogéneo: aA - bB = ab(A - B)

Es distributivo respecto a la suma: A (E +C) = A-B+A.-C

Es un producto interno: A-B=A-Bcosf

El vector B , (proyeccion de B en la direccién de A) tiene el siguiente médulo:
B, = Bcost

Por lo tanto, el producto punto:

A-B = A4-Bcos

A = médulo del vector A.

Bcosf: médulo del vector proyeccién de B en A.

Figura 5.22 Producto interno

8"

BA A
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—

Y estos dos vectores A y B, son vectores que estdn en la misma direccion, o
sea estan contenidos internamente en el mismo eje. Por ello se le llama también
producto interno.

5.9.5.2. Producto cruz, vectorial o externo

Sean A y B, dos vectores cualesquiera que formen un dngulo agudo 6 entre
ellos. El producto cruz (X) da como resultado un nuevo vector C definido asi:

C=AxB  (5.35)

Figura 5.23 Producto cruz

Ef

2.9.5.2.1. El médulo de C

‘5" = ‘Z xé‘ =ABsenf  (5.35)a
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5.9.5.2.2. Direccion de C

A x B tiene una direccién tal, que resulta ser perpendicular tanto a la direc-
cién de A como a la de B; o sea, es perpendicular al plano que forman las direc-
ciones de Ay B.

- SiA y Bestén en el plano XY el vector C tendré la direccion del eje Z.
- SiA y Bestén en el plano YZ, el vector C tendra la direccién del eje X.

~ SiA y B estan en el plano XZ (horizontal), el vector C tendr4 la direccion
del eje Y, asi:

Figura 5.24 Regla mano derecha

Ya Ba
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5.9.5.2.3. El sentido de C

Se aplica la regla del tornillo de roscas a derechas. Se coloca un tornillo per-
pendicular al plano formado por A y B, se lo hace girar en el sentido de A hacia
B formando el angulo agudo 6. En el sentido que avance este tornillo, ese sera
el sentido del vector C. Considerando la figura 5.24, si se hace girar un tornillo
perpendicular al plano XZ (horizontal) en el sentido de A hacia B (sentido anti-
horario), el tornillo se dirige hacia arriba o sale del plano; luego, el sentido de C es
hacia arriba. Si estuviésemos definiendo B x 4, el sentido serfa hacia abajo. O sea,
Bx A # Ax B, es decir no cumple con la propiedad conmutativa.

5.9.5.2.4. Propiedades del producto cruz

- Es homogéneo: aA x bB = ab(A x B)

- Es distributivo respecto a la suma: Ax (E + 6) =AxB+AxC

Producto cruz de los vectores base (T, T, ﬁ)

-

=l
X
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Figura 5.25 Producto cruz (vectores base)

J
r Y
<4
[+ "e |
! /
II 1 . |
< .
f 4
Py + £
g
Médulo:‘;x;‘ = ‘7”7‘ sen0® = 0
Por lo tanto, el producto:
ixi=0

Carece de direccion y sentido.

~.l

ixi=JxJ=KxK=0

=]
X
!
[
~
<
X
=
[
~.
=l
X
~.l
[
<

—

jxf=—K;]?-.7=—f;foZ= -J

>

(5.36)

En el sentido que indican las flechas (antihorario), el producto es positivo.

Para resolver un producto cruz entre vectores, los vectores deben estar expre-

sados en vectores base:
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A= Axi + ij+ AzK ; B = Bxi+ Byf+ BzK
Ax B=(dxi + AyJ+ AzK )x( Bxi + ByJ + BzK)

x B= Ax BxM+ AxBy(?xj) + Ax Bz (fx IZ)+
AyBx j ? +AyBy M+ Ay Bz JxK)
AzBx(Kxi)+ AzBy(KxJ )+ AszM

AxB= AxBy(K) + Asz(—J)+AyBx (—K)+ Asz( )+ Asz(j)+ Asz(—?)

:N
tcj

Ax B=(AyBz- AzBy)i +( AzBx - AxBz )J +( AxBy - Ay Bx)K
C=Ax B= Cxi + CyJ + CzK (5.37)
Otra forma de obtener un producto cruz o vectorial entre dos vectores es

resolviendo un determinante de tres por tres como el siguiente, en el que puede
utilizarse, por ejemplo, el método de kDESARROLLO POR MENORES».

— — —

i J K
C=Ax B=|Ax Ay Az
Bx By Bz
L Ay Az| |Ax Az| _|Ax Ay
C=4Ax B= -J +K
By Bz Bx Bz Bx By

C=AxB= (Asz —Asz) (AxBZ - Asz)f+( Ax By - AyBx)IZ

=AxB=(AyBz - AzBy )i +( AzBx - AxBz)J +(AxBy - AyBx)K

QL
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5.10. APLICACIONES DE LOS PRODUCTOS VECTORIALES

Los productos entre vectores, ya sea el producto punto o el producto cruz,
se aplican en muchas definiciones en la ciencia, en los diversos campos como
en mecanica: trabajo, potencia, torque y en el electromagnetismo. Pero ademas
podemos también hallar aplicaciones mas inmediatas, como en la geometria y
en la cinematica.

5.10.1. Aplicaciones del producto punto

5.10.1.1. Calculo analitico del Angulo entre dos vectores dados.

Si tenemos dos vectores localizados en un plano, o en el espacio y queremos
hallar el angulo comprendido entre los mismos, se expresa los vectores en funcion
de vectores base y se utiliza la definicién del producto punto (ec. (5.33)).

i
4]

B AxBx + Ay By + AzBz
‘ \/Ax2 + Ay + A7 \/sz + By’ + BZ

cosf =

o | oL

Y luego se obtiene el cos-1 para determinar 0

5.10.1.2. Determlnacmn analitica de la proyeccion
de un vector (B ) en la direccion de otro vector (A)

Si se quiere determinar, por ejemplo, la proyeccién del vector B en la direc-
cién del vector A(B,) en forma grafica, ya se lo ha determinado en la figura 5.26.
En forma analitica:

B - |8, |m,
El médulo del vector |B:] segun la fig 5.26, es:

B, =Bcost
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Figura 5.26 Vector proyeccion

P

- —»
BA A

Y segun la definiciéon del producto punto (ec. (5.33)):

A-B . . 4
Bcosd = yi luego y como t,, = u, = 7 nos da:

(5.38)

=

pooAB BA A e B
A A A A
O también:

B =B-uu (5.39)
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5.10.2. Aplicaciones del producto cruz

5.10.2.1. Determinacion del area de un paralelogramo
formado por dos vectores

Segun la figura 5.27, se ha construido graficamente el area del paralelogramo
formado por dos vectores:

Figura 5.27 Area paralelogramo

/1

.

rd h  Area(A)

El area del paralelogramo es base por altura.

A =Dbase x altura

A =Ah=ABSen 0

Este resultado es el médulo del producto cruz (ec. (5.35)a)

Por lo tanto, el area (A) se puede determinar ast:
A=|dxB|-[c]
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Y, para extraer el mddulo, previamente debemos obtener el vector que es el

producto cruz entre A y B.

5.10.2.2. Determinacion del area de un triangulo formado
por tres puntos (vértices del triangulo)

Dados los siguientes puntos: A (Ax, Ay, Az); B (Bx, By, Bz); C (Cx, Cy, Cz).

Con los tres puntos, podemos formar dos vectores con uno de los puntos

comun de origen (punto A).

Figura 5.28 Area del tridngulo

C
«

AB = ABxi + AByJ + ABzK
AC = ACxi + ACyJ +ACZK

A, = %ABsenﬁ = %‘Exg‘
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A, = %AC - BCsend = %\Exﬂé‘ (5.40)

5.10.2.3. Determinacion de la minima distancia entre un punto y una recta

Si tenemos un punto con las coordenadas A (Ax, Ay, Az) y deseamos saber
la minima distancia con una recta OB = Bx, By, Bz, siendo el origen del vector
(linea) OB. El punto A también se lo puede considerar un vector que parte del
origen O (fig. 5.29).

Figura 5.29 Distancia punto-recta

A

b |
//
v
/
7
o
’ /
.74
o/ .
#
/'/
//f
Y
-
2N
/J// e ':I
0~ - »B
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La minima distancia del punto A (Ax, Ay, Az) a la recta OB esh.
h = Asen0

El producto cruz entre A y B tiene el siguiente médulo:

|A x §| = ABsen0 = BAsen0

Pero como Asenf) = h, tenemos:
x|
B

h= (5.41)

5.11. APLICACION DE LA RESTA DE VECTORES
5.11.1. Vector posicién (T) = Vector posicion relativo (T, ,))

El vector posicion ( r) se define como un vector que permite localizar un
objeto en cualquier lugar. Con respecto un sistema de referencia, cuyo origen es
una particula que estd en 0 (0, 0, 0).

Figura 5.30 Vector posicion
¥k
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Es decir, el vector posicion de A o de B sera un vector que inicia en el origen
“O”y termina en A(r, ), posicion de A, en cambio el vector que inicia en el origen
“O”y termina en B, es la posiciéon de (1,).

Si deseamos posicionar un objeto, no con respecto al origen (0, 0, 0), sino a
cualquier otro punto (particula) deberiamos especificar. Por ejemplo, la posicion
de B respecto a A, serd la posicion relativa de B respectoa A(r,,, = AB). El vector
posicion relativa es la diferencia entre la posiciéon de B y de A.

Fyi =Ty —7, = AB  (542)

A este vector se le llama también vector desplazamiento Ar = variacién de
posicion [12].
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CAPITULO VI. EJERCICIOS RESUELTOS
Y PROPUESTOS DE MAGNITUDES VECTORIALES

6.1. EJERCICIOS RESUELTOS

1. Dados los siguientes vectores

a. E‘ =100cm; N25°0

b. [CD| = 50cm; oy = 0.250 = 0.57 +aK

C. E’T’?yz‘ =75cm ; 250°conz

d. cﬁ\ —60cm ; a = 140% B =50° y=90°

e. 1J —1(30,0,-10)cm ; J(-20,15, -40)em
f ‘ﬁ‘ = 200cm ; N60°0 y 8=65°

Expresarlos en funcion de los vectores base (Z J,K )

Solucién
a. ‘,ﬂé‘ =100cm; N25°0: coordenadas geograficas
4N
B ABx '
» L4
[ABz
fllll.l
f
/
.‘. II.'
25
|'ll|l.I
4] - -1":" i
ABX A
L
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-42.26cm
-90.63cm

100sen25°
100cos25°

ABx = ABsen25°
ABz =ABcos25°
ABy =0cm

En funcidn de vectores base:
AB = ABxi + AByJ + ABzK

Reemplazando los valores

AB =(-42.26i + 0J - 90.63K )em =>en vectores base

b. ‘@‘ =50cm ; @ = 0.25/ — 0.5J + aK: modulo por unitario

En el vector unitario debemos calcular el valor de «a» partiendo de la defini-

cion del vector unitario:
lttco| =17 = (025)" +(-0.5)" + a* =
Ja? =1-0.0625 — 0.25=0.6275 = a = 0.829

Luego:

CD =|CD| = pe, = 50em (0251 - 0.5.7 + 0.829K)

CD = (12.51’ _25J + 41.45K)crn — en vectores base

C. ‘ﬁfyz‘ =75cm ; 250°conz : en coordenadas polares

¥k
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EF = EFxi + EFyJ + EFzK : en vectores base.

Determinamos componentes rectangulares por los angulos directores:

EFx = EFcosa = 75¢c0s90° = Ocm
EFy = EFcosfi = 75c0s20° = 70.5cm
EFz = EFcosy = 75cos110° = -25.65cm

B = 270° = 250° = 20° y = 90°+ 8 = 90°+ 20° = 110°
a=90°; f=20%y=110°

—

EF = (0?+ 70.5J — 25.65E)cm = en vectores base.

d. ‘GTL[" =60cm ; «a =140°% B =50° y = 90°: modulo y angulos directores

GH = GHxi + GHyJ + GHzK
GHx = 60cos140° = 46¢cm ;  GHy = 60cos50° = 38.6cm ; GHz =0

GH = (—467 +38.6J + oE)cm —en vectores base

e. IJ—1 (30,0, -1 0) cm ; J (—20,15, —40) cm: en coordenadas de origen-extremo.

I = Lxi + LyJ +1J2K
1 =[(J)~(1)] = [(-20,15,-40) - (30,0,~10)] = (~50,15,~30)em

IJ= (—501’ + 15J - 30K)cm = en vectores base

f, ‘IE‘ —200cm ; N60°0 y é=65°
KL = KLxi + KLyJ + KLzK

KLy = KL *sene=200 sen65°=181.3 cm (elevacion)

Klxz =200cose =84.5cm

KLx =KLxz - sen60° = 84.5sen60° = —73.2 (Oeste)
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KLz = KLxz - cos60° = 84.5c0s60° = —42.3 (Norte)

KL =(~7321 + 181.37 - 42.3K Jem => vectores base.

- 5 —

1.1. Los vectores dados en términos de i, J, K o vectores base son:
AB =(-42.26i + 0J - 90.63K)em

CD = (125 - 25/ + 41.45K Jem

EF = (0 + 70.5J - 25.65K Jem

GH =(-46i + 38.6J + 0K)em

1J =(-50i + 15/ - 30K)em

ﬁ=(—73.27 + 18137 — 42.312)cm

1.2. Los angulos directores del vector: ﬁ; = -AB +2CD
o =53.93° p =69.19° y = 43.46°
R = [-(-45.26? ~ 90.63K ) +2(12.51 - 257 + 41.4512)]cm

R, =(67.261 + 40.63J + 82.9K Jem

R =(6726) +(40.63) +(82.9)
R, =1142cm

Uy, = cosai + cosfJ + cosyK

R (67.26? + 40.63J + 82.91€)cm
R, 114.2cm

1
0.5888i + 0.3558J+ 0.7259K

1

53.93°
cosf = 03552 = = cos (0.3558 )= B = 69.16°
cosy = 0.7259 =y = cos™ (0.7259 ) = y = 43.46°

cosa =0.5888 = a = cos™ (0.5888 )=> a
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1.3. En angulo entre los vectores CD yﬁes;
CD - EF

(CD) (EF)

CD = 12.5i - 25J + 41.45K

EF =0i + 70.5J - 25.65K

cosf =

CD-EF = 12.5(0)+(-25)(70.5)+( 41.45)(-25.65)
CD -EF =-1762.5 - 1063.2 = -2825.7

cosf = —28257 -0.75352

(50)(75)
6 = cos™'(-0.75352)
6 = 138.9°

1.4. El vector proyeccion de I] en la direccién de GH es:

Don = 1J- GH;GH
GH

= (-50? +15J - 3012)cm

GH = (—46? +38.6J + oﬁ)cm

1J-GH =(-50)(-46)+(15)(38.6)+(30)(0) = 28.79
GH* =(60cm)’ = 3600cm’
Luego:

2879 -(~46i + 38.6 + 0K

LJen =
3600
Den = (— 36.8i + 30.88. + OK)cm

~0.8 (—461‘ +38.6J + OK)cm
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—_—

1.5. Un vector perpendicular tanto a ﬁ como a KL es:
i J K
R=IJ-KL=|-50 15 =30
=732 1813 -423

-50 =30
-732 -423

15 -30
1813 -423

—

=] -J

-50 15
-73.2 1813

|+K

R = [(15)(-42.3) - (-30)1(81.3)]i - [(~50)(~42.3)~(30)(-73.2)]/
+[(=50)(181.3) - (15)(-73.2 )] K

R =(4804.5i +81J - 7967K )em?

2. Dados los siguientes vectores:

a. KL—>K(5-37)m; L(-3,42)m

b, m‘=10m . N20°E y & = 65°

C. 07xz‘=6.5m ;. 230° conz

d. [OR|=3.5m ; g = 0457 - cJ+ 0.35K

e. ﬁ‘ =12m ; 125° cony
2.1. Los vectores dados en funcion de (T,i 12)

a.  KL: K(5-3,7 )m;L(-3,42)m
KL=[(L)~(K)]=[(~3.42)-6:-3.7)]m
KL = (—81‘ +7J =5 K)m = en vectores base

b. ¢ ‘MN‘=10m : N20°E y & = 65°
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N
”
MM
o Y Y a
&
J N
. y ) 4
e MMy 4 / e
M MNxz. fi gt L
< g
| ! ]
MMx J e
i v f ey
MNz MNxz L/ i
LI
= > P
M MNx
./.f
) -
Z."

MNy =MN - sené
MNy =10sen65°
MNy = 9.063m
MNxz = MN cos €
MNxz =10c0s65°
MNxz = 4.226m
MNx = MNxz sen20°
MNx = 4.226sen20°
MNx =14 m

MNz = MNXxz cos20°
MNz = 4.226c0s20°
MNz = —4m

MN =(1.4Y +9T—412)m => En vectores base
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C. ‘O—P)xz ‘ =6.5m ; 230°con z

P FZED‘ng
I‘ ............. «
OP a=140°
p=90°
r=130°
r_"
. roery | X
< 20 >
>
Fad
OP = OPxi + Ony + OPZK
OPx = OPcos«a
OPx = 6.5c0s140° = -5m
OPy = OPcospf
OPy = 6.5c0890° = 0m
OPz = OPcosy = 6.5c0s130°=-4.2m
OP = (—5; +0f—4.2]2)m => En vectores base
d. OR|=3.5m ; @, =-045i —cJ + 035K

=1 =(0.45) +(-c) +(035)

Jeo = \1-(045) =(035) =c =0.82

OR =‘Q7é‘@ =3.5m (~-045i - 0.82/ + 035K)
Q—R = (—1.617 297 +1.2K )m:En vectores base
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e. ‘S?‘=12m ; 125°cony

Y A
|; ﬁS’i u=900
N7 p=125°
T L7 r=35°
-" /
» S_Tz vy STy
o e
Z : ?-'
125" con y "‘;

ST = STxi + STyf+ STzK

STx = STcosa = 12¢0s90° =0

STy = STcosff = 12c0s125° =-6.9m
STz = STcosy = 12c0s35°=9.8m

ST =(0f—6.9f +9.8[?)m=>vectores base

2.2. Los angulos directores del vector: R_; =OP x ST

i J K
R =OPxST=|-5 0 -42
0 -69 98
0 -42] -5 -42] -5 0
R =i -J
~6.9 9.8 0 98 0 -6.9

Ry =(-29i + 497 +34.5K
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(- 29i + 497 + 34.512)

Ry J(29) +(49) +(345) —66.6
Hy, =—0.435i + 0.736J + 0.518K

cosa=-0435=a = cos"(—0.435)3a= 115.8°
cos B= 0.736 = B = cos”( 0.736 )= = 42.6°
cos y= 0518 =y =cos”'( 0518 J)=y=758

2.3 El angulo entre el vector KL y el vector MN

KL =(-8i + 7/ = SK) = KL =[(8) +(7) +(5) =11.75
MN =(1.4i +9J - 4K ) = MN= 10

KL = (=8)(14)+ (7)(9) +(5)(-4)

KL-MN =718

cos=—————=0.6112 =6 = cos™ (0.6112)
11.75 (10)

2.4 Un vector perpendicular tanto a (ﬁ como a S?

— — —

i J K
L=0ORx ST =|-16 -29 12
0 -69 9.8

L2912 |-16 12| .|]-1.6 -29
=] -J +

~69 9.8 0 9.8 0 -69
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L=[(-2:9)(98)-(1.2)(-6.9)]i - [(-1 8)-0]J +[(-1.6)(-6.9)-0]K
L=(-20.14i + 15.687 + 1104K) ?
2.5. El vector proyeccién de MN en la direccién de OP

MN- OP -OP

MNop = >
OP

MN =(1.4Z+ 9f-41€)
OP = (-5? +0.7-4.212)

MN -OP =[(1.4)(=5)+9(0)+(-4)(-42)] =98

WOP =

(os) (-5 +0/ - 42K)

MNop = (-1.167 +0J - 0.97415)m

—

2.6. En area del paralelogramo formado por los vectores KL y ST

=‘ﬁxs7\
i J K
KLxST =|-8 7 -5
0 -69 98
] _5| _|-8 5| _|-8 7
KLxST =i —J +K
69 98 0 98 0 -69

KLxST =[(7)(98)-(-5)(-6.9)]i - [(-8)(9.8)-0]J +[(-8)(-6.9)-0]K

KL'xST (34.1? +78.4J +55.2K )

A= \/( 34.1) (78.4) (55.2)
A4=101.8m°
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3. Dada la siguiente figura

c A
‘/ 10m

Z

3.1. Los vectores que se indican en funcién de i, J, K son:
LG =(-25i + 5/ = 15K)m EN =(15{ + 0J'~10K)m
HD =(-10 + 57+ 10K)m FB =(0i - 20J +10K )m
CL'=(251 + 157+ SK)m  DH =(10i - 5/~ 10K )m
OM = (251 + 15 +0K)m MD =(-25{ +5J + 10K )m

/U’=(07+ 20/ + 15K )m Hi=(—25?— 20J — 5K)m
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Solucidn:

—

FB = [(B)-(F)] = [(10,0,10)-(10,20,0 )] = (07 - 20 + 10K m
= [(H)-(D)] = [(10,15,0)-(0,20,10)] = (107 = 57 - 10K ) m
(

M)] =[(0.20,10)-(2515,0)] = (257 + 57 + 10K )m

Y asi sucesivamente, como también el vector MD es el vector que inicia en M

y termina en D. Se puede considerar directamente las coordenadas en x, y, z, to-
mando a M como origen y M extremo asi: MD = MNGD, MD = (-25? + 5T+ IOK),
obteniendo el mismo resultado directamente. Este procedimiento se considerd
obteniendo los resultados que se indican.

3.2. El angulo entre los vectores Iﬁy HD (8)

LG -HD 125
6= = =0.281721
0= La) (D) " (2958)(15) ~ 2 A=

L—G’=(_257+5j_15f<)m —~LG =\/(25)2 +(5) +(15) =29.58

HD = (=100 + 57 + 10K )m —HD =J(10) +(5)' +(10) =15
LG -HD =[(-25)(-10)+(5)(5)+(-15)(10)] = 125

6 = cos™' (10.2817219 )= 6 = 73.6°
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3.3. El vector de proyeccién de FB en la direccién de CL.

FB. IBCLCL =250 (o 15T 45K )=
<t CL? 5

F‘B’=(0?—2of+ 1012)

CL = (251 + 157 +5K ) = CL* =(25)" +15* + 5% =875
FB-CL = [0(25)+(-20)(15)+(10)(5)] = -250

FB,, =(-7.14i - 4287 - 143K )m

—

3.4. Un vector perpendicular tanto a DH como a OM.

i J K
T =DH -DM =10 =5 =10
25 15 0
L _]-5 -10] _[10 -10] |10 -5
= -J +K
15 0 25 0 25 15

T =[0-(-10)(15)]i - [0~(~10)(25)]/ +[(10)(15)~(-5)(25)]K

T = (1501' ~250J + 2751<)m2
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3.5. El area del paralelogramo formado entre los vectores MD y E

4 =MD x 4J) = (125)* +(375) +(500) =

— — —

i J K
- -5 10| -=|-25 10 -25 5
MDxAJ =|-25 5 10|=i - +
20 15 0 15 0 20
0 20 15

MDxAJ =[(5)(15)-(10)(20)]i - [(-25)(15)-(10)(0)]J + [(-25)(20) - (5)(0)]K

MDx AJ =—125i +375J = 500K

A4 =637.4m’
3.6. Los dngulos directores del vector: R, = EN - KC.

Uy = cosai + cosfJ + cosyJ

R, =(15i 10K )-(-251 =20 - 5K ) = (40i +20J - 5K )m

—

R, =\(40) +(20) +(5) =R, = 45m

R (#0i+207-5K)
ity == e = u, = 0.889 + 0.444J - 0.111K
1

cos @ = 0.889 = & = cos™(0.889)= a = 27.3°
cos B = 0444 = B = cos'(0.444) = B = 63.6°
cosy=0.11l=y= cos‘1(0.111)$y= 96.4°
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4. Se desea cavar un tunel a través de una montafia, para lo cual se determi-
nan las posiciones de E (entrada del tunel) y S (salida del tinel) respecto a un
punto comun “O”. La posicién de “E” respecto a “O” es; N30°E y forma un angulo
de presion de 45° y tiene una longitud de 12km. Y la posicion de “S” respecto a
“O” es S60°0 formando un dngulo de depresion de 30° y tiene una longitud de 15
km. Determinar:

Solucion.

Datos:

7, = OF = (12km,N30°E, d = 45°)

s

r =0S = (12km,S60°O, d = 30°)

Y A&
.
-
E/ ___Exz
= M 30CE
Sx //f___3l} i .
0| L d=ast | Ex
-\...
1"5? \-.\
i ‘._/ C = —— ic
= ES=Tyc e g
Ey
¥
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4.1 El vector posicion de la salida (S) del tanel respecto a la entrada (E) en
términos de i, J, K es:

7/ e — —
%=ES=rS—

T

7, = Exi + Eyj+ EzK

Exz = Ecosd =
Ey = Esend =

Ex = Exzsen30°
Ez = Exzcos30°

12c0s45° = 8.485km
12sen45° = —8.485km

= 8.485sen30° = 4.243km
= 8.485c0s30°= -7.348km

r, =( 4.2437 - 8.485/- 7.348K ) km

r, = Sxi + SyJ + SzK

Sxz = Scosd =
Sy = Ssend =

Sx = Sxzsen60°
Sz = Sxzcos60°

15¢c0s30° = 13km
15sen30° = - 7.5km

= 13sen60° = —-11.26km
13¢c0s60° = 6.5km

7 =(-11.261 - 7.5/+ 6.5K ) km

—

—

F% _ES = (-11 26i - 7.5J + 6.512)-( 4.243( - 8.485J - 7.34812)

F% _ES = (—15.5? +0.985] +13.85K )km
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4.2. La longitud del tinel es:

ES =J(155) +(0985) +(13.85) = ES = 20.61km

4.3. El angulo que forma los radios vectores (OE y 08S) es:

0S-OE  (-11.26)(4.243)+(-7.5)(-8.485) +(6.5)(-7.348)  -31.9

6 = =
o (0S)(OE) (15)(12) 180
cosf =-0.17722 = 0 = cos' (-0.17722 )= 6 = 100.2°

5. En el prisma de la figura adjunta si P y Q son los puntos medios de las dia-
gonales OF y OA determinar:

—

a. Laposicion de P respecto a Q en términos de (i, 7, K).

b. Los angulos directores del vector R, siendo: R = % OB -3DE +GB
c. Eldangulo entre DF yﬁ.
d. Un vector perpendicular a EG y DB.
¥
| i
f]_ : A
|
.} S—
' H—l I
|_',I. H E ¥
& : ” «—]- L
| /
/
" i
P Py
54
P
//
s T o
: .-" ‘."
//z
b
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Datos: P y Q = puntos medios de OF y OA.

OP =r, =(4i +0J +3K) R =
00 =r, = (07 +27 +3K) @ - [(8)-(2)]
1, =2 %3 [(8:4.6)-(023)]
52 #s Directores: 0B =(8i +2/ +3K )

a, B,y de R DE = [(E)‘(D)]

R %@_ﬁm@ If=[(&0,0) (0.40)]
53 g-7 DFy Ed DE = (87 -47 +0K |
54 LL1EGy DB GB =[(B)-(G)]

EG = (-8 +0J +6K ) GB =[(8.46)-(006)]

DB =(8i +0.J +6K ) GB =(8i +4J+0K)

5.1. La posicion de P respecto a Q (en términos de i, ], K) es:
5y = OP =7, —1, = (47 +0J+ 3K ) - (07 + 27 + 3K)

r,, =47 -2J+0K
=(47-2708)

5.2. Los angulos directores el vector R:

R =%(81 +2J +3K )=3(8i =47 )+ (8 +47)

R = (120 + 177+ 1.5K ) > R=J(12) +(17) +(15) = 20.86
g (2127 15K) ) ) )
== T = 057520 + 0.8115]+ 0.0719K

cos @ =-0.5752=a = cos™'(-0.5752 )= a = 125.I°
cos f§ = 0.815 = f=cos'( 0.815) = =354
cos y = 0.0719 =y = cos™( 0.0719 ) =y = 87.9°
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5.3. El dngulo entre DF yﬁ:
DF -EA (8i—4J+6K)'(—8i—4J+6K) —12 3
cos 0 = =

(DF)(EA) ~ [(8) +(4F +(6) -\(8) +(4] +(6] “116 29

6 =cos ™ (—i) = 60=959 °
29

5.4. Un vector perpendicular a EG y DB:
i

L=|-8
8

0 6
0 6

—

=1

‘-f

-8 6| -
+K
8 6

-8 0
&8 0

Oo&l
O\O\WL

L= EGx DB =96J

6.2. EJERCICIOS PROPUESTOS

Se presentan los siguientes ejercicios propuestos [11] [13].

1. Sobre los graficos adjuntos, halle graficamente las proyecciones del seg-
mento AB sobre los ejes indicados. Complete poniendo la respectiva notaciéon y
sefiale los angulos rectos.
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2. Encuentre el segmento de recta que ha dado origen a las siguientes proyec-

ciones:
Ay
Ay
By > &
Ax Bx
A Bx / "
@"Ir
S

Ay
Ay
-
By B
" I
lrﬂ
Yy
Ay
5 —
J’/Eﬁ
‘_,-*""'- B

3. Dados los siguientes segmentos de recta: determinar grafica y analitica-
mente las proyecciones sobre los ejes correspondientes. No olvide los signos que

les corresponden.
a) Ayz=20m<<175°cony
b) Cxy=15m<<20°cony
¢) Exz=10m << 265° con z

d) G=35m S15°E

e) Bxy =30 cm << 135° con x
d) Dyz =25 cm <<310° con z
f) F =40 cm NO

g) H=50cm O 25°S
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4. En la caja de figura adjunta, encuentre la longitud de las diagonales DXY,
DXZ, DXY.

D = diagonal

5. Paralafiguraadjuntaescribalascoordenadasdelospuntos:A, B, C, D, E con
respecto al sistema XYZ levantado en el origen “O”.

C D
| NAd
: ( = Ya
B i |
e ) E
: ~.|144
e X5 o __-E
6.25
L ~{ X
=
z
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6. La arista del cubo de la figura adjunta mide 16 cm. Escriba las coordenadas
de los puntos; a, b, ¢, d, e, f, g respecto a XYZ (punto F).

one e e ey O e Ve o

Hi=l

Ademas, encuentre la longitud de: e a c h e. Qué dngulo existe entre:
eayel eje +z

ecy el eje +y

cay el plano xz

cgy el plano xz; ge y el eje -x.
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7. Las proyecciones sobre los ejes son: Ax = -3 cm y Az = 4 cm. Determine la
longitud del segmento Axz y el angulo que forma con el eje Z.

8. Conociendo las proyecciones Ay = 5 cm y Az = 12 cm. Encuentre los an-
gulos directores y la longitud del segmento AYZ.

9. Una linea en el espacio proyecta simultdneamente las sombras de los pla-
nos XY, XZ, ABxz= 16 cm y forma un angulo de 30° con el eje Z; asmismo ABxy
forma un dngulo de 40° con el eje X. Encuentre la longitud de las proyecciones
sobre los ejes X, Y, Z.

10. Una linea de 50 cm de longitud se halla en el espacio y proyecta perpendi-
cularmente una sombra sobre el plano XZ. La sombra y la linea forman un dngulo
de 60°. ;Cudl es la longitud de la sombra y de la proyeccion sobre el eje Y?

Ya

-
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11. Dados los vectores A, B, C, D de la figura adjunta. Encontrar grafica y
analiticamente el vector suma, por cualquier método.

L
"
B=20
A=30 ¥
‘:f:'.- -
f .
- 1 -
0 i e
9
i
C=25 \
v F Y

12. Dos tridngulos rectangulos se ubican como indica la figura adjunta. Sobre
la base de los datos indicados halle las proyecciones sobre los ejes X, Y, Z.

b
B e
prTh
3 o o II‘:-":'
Ve = o
A g '
/a [
//

222



Diego Guillermo Barba Maggi y Bernardo Ezequiel Barba Barba

13. En la figura adjunta, determine grafica y analiticamente los siguientes vec-
tores.

Rl=MB+OH+CD+GI+AB
13.1. R2=GH-EC+AL-GB
R3 =-2MB +ID—- KA + BN

m

Agp——1 v ¥

i
G

o]

; ‘55..-"'
H ;

S

R

13.2. Los vectores expresados en coordenadas rectangulares expréselos
en coordenadas cilindricas y en coordenadas esféricas.

14. Un vector de 8 cm esté en la direccion NO (A) y el otro vector B de 6 cm
en la direccion de S30°E. Encuentre analiticamente A + By A - B .

15. Dados los vectores de la figura adjunta. Encuentre grafica y analiticamen-
te la longitud y direccién de los vectores R.

a) Ri=A+B—-C-D
b) =—A+B-C+D
9) —A-B+C-D
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L
B
+
'
F i
i
ﬁ.‘ &
@ f H“?-('jp,?; / '%1
:5_-."'|-' .. Y. .
1 1 a?
A = . :
'.Lc':?:: ,.e-‘ﬁ/\. g‘w
5" #
P S,
» %
e
c

16.La suma de los tres vectores es cero (figura adjunta): ;Cual debe ser la
longitud de los vectores T'y W.

A=100 | \

ki
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17. Encuentre los vectores unitarios y los angulos directores de:

;‘;yz= 3f+ 5k ﬁxy =7?+8f
Byz = -2j +4k G=3i +2j- 4k
éyz - —j -k H=i- 5]_"— 3k
Dxy =i+j [=-3i+2j+ 6k
Exz =3i -3k L=4i-3j-3k

18. Encuentre los valores de a, b, ¢, d, e, f de tal manera, que en todos los casos
tengamos un unitario:

w, =000 +02j- Ak u, =030i +Dj+ 0.0k
u;, =0.647 —bj+ 0.0k w, = 045i + 0285/ + ek
U, =ci + 0815+ 0.0k u, = 0.56i +fj— 0.76k

19. Los angulos directores de los vectores son:
A=(a=3058=0602y=90°)
(a =905 B =45y = 45°)
=(a=15%=903 y = 75°)

(=705 8 =475y = 40°)
(a=13058=507 y = 65.3°)

D
E

B
C
Determine los vectores unitarios.

20. Dados los siguientes vectores:

A=2i +0j+ 5k E =-4i +0j - 2k
E=8f+f+ Ok F=—i+ 7f+ 0k
C=-i+3/+0k G=10i - j+k

D=0i+4j- 3k H=5i+11j- 7k

Expréselos como el producto de su mddulo por el unitario y en los que sea
posible indique su orientacién geografica.
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21. Los vectores cuyos datos se dan a continuacion, parten del punto A y lle-
gan al punto B. Determine para cada uno de los casos:

21.1. El plano en el que estan contenidos y grafiquelos.

21.2. El angulo que forman con los ejes X, Y, Z (angulos directores).

21.3. El vector en términos de los unitarios i, ;, k.

21.4. El vector como el producto de su mddulo por su direccion y sentido.

21.5. Indique la orientacidn geografica en los casos en que sea posible.
A( 3,0,-2 )B(-5,0,8 )| A(-3,0,8)B( 10,0,-8) A( 10,-15,12 ) B(-8,-15,6)
A(-43,-0) B(-5.2,0)A(0,10,4)B( 6,6,3 ) A( 20,15,13) B( 16,8,13 )
A(0,4,-1)B( 0,1,2 ) A( 7,3,0) B(-3,3,0)| A( 53,2 ) B(4,10,-7)

22.Sean los vectores: A = (1,3); B= (2,5); C= (0,4). Calcular cada uno de los
siguientes productos:

a) A-B f) (34 +28)-4C
b) B-C o) (5B-2€C)-64
) A-C h) 24-B -3C -B
d 4-(B-C) ) (4+8)-(C-4)

e) c-(A +B)

—

23. Calcular el angulo comprendido entre los vectores A y B.
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24. Cual es la proyeccion de A sobre ﬁ(XB) si:
a) A =(2i +4j); B=(7-)

b) A= (i +37); B=(87+))

) A=(710,0); B=(1110)

d) 4 =(57- sf) . B =(5?—/€)

25. A partir de la figura adjunta. Determinar:
25.1. El angulo entre los vectores AF y IG.
25.2. El valor de la expresion 20E - IJ + 3AD.

25.3. La proyeccion de CA sobre CG [CTRCG] .

5_/"'. ! 1
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1

26. Dados los vectores: A = 0i + 2f+ k;B=i -f+ k;C=-2i+ Of- 3k. Calcular:
26.1.3Bx2C

26.2. (2A - 3B) x 4C

26.3.3A-2B-Cx2A

26.4.(2B-A)-C-3Ax2C

27.En una mesa de billar, hay tres bolas, A, B, C. La bola B se encuentra con
respecto a A en la posiciéon (E10°N; distancia 0.4 m) y la bola C se encuentra con
respecto a A al ( E15°S ; distancia 0.50 m). ;Cual es la posicion de B con respecto
aCz?

28. Dados los siguientes vectores:

=30N e =60°E 30 °S =35m d =35°SE

=40m/s € =30° S 60° O =45 rad/s d=60°075°S

=20km e =45°037°N =50 cm d=50°N 20° O

O O % &
T QM

=25m/s2 e=70°N55°E =15mN d =30° E 60°N

28.1. Exprese los vectores graficamente representando el prisma de proyec-
cion.

28.2. Exprese los vectores en términos de (ii f, IZ).

28.3. Determine las siguientes operaciones

~>

a) 4 +2B -3C
( xE)F
RVARIER

d) (24x B)-(CxD)
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29.Un avion de aeromodelismo despega en la direccién SO y con un angulo
de elevacion de 60°. Luego de volar en linea recta una distancia de 400 metros
desde su punto de partida, su duefio desea impactar en un blanco ubicado en el
punto B = (-60,50,-30) metros con respecto al punto de partida. Determinar.

29.1. La direcciéon que debe tomar el avidn para lograr su proposito.
29.2. La posicion del avidn respecto al blanco.

30. Se tiene una cuerda fija en el punto A y se la hala con fuerza de 1000 N,
desde el punto B. Determinar:

30.1. El vector F en términos de 7, j, k.

30.2. La proyeccién del vector F sobre DC.

3
Fw
B 10 m C
: \ 10m
D 40 m ; i
/ 3 30 m
;AR
40 m A
/,
>
.
z
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31. Un nifo eleva una cometa desde un punto O en el suelo. Cuando ha des-
enrollado 80 m de piola en direcciéon N20°E, la cometa se encuentra 50 m so-
bre el suelo (posicion A), el nifio se mueva 30 m en direccién SE hasta un pun-
to P. Posteriormente, el viento obliga a la cometa a realizar un desplazamiento
D = (-70i -15] + 60 k) m desde la posicién A hasta una nueva posicién B. Deter-
minar:

31.1. Cuanta piola tiene que enrollar o desarrollar el nifio para ir de O a P, de
modo que la cometa siga en la posicion A.

31.2. Cudl es la altura de la cometa, sobre el suelo cuando se encuentra en la
posicion.

31.3. Qué angulo forman los vectores posicion de la cometa en A y B, respecto
al punto P.

32. Para la figura adjunta determinar:

32.1. El vector: R = 2NP + 3]B - 4CF.

32.2. En el vector proyeccion de NI y GA.

32.3. En dngulo entre I\_ij GA.

32.4. Un vector perpendicular a GCy GP, P: punto medio de AD.

32.5. Exprese los vectores que estan en coordenadas rectangulares (cartesia-
nas), en coordenadas esféricas y en coordenadas cilindricas.

L
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33. Un avion de aeromodelismo parte del punto P (80, 50, 60) m con respecto
ala pista, en direccién S60°E y vuela una distancia de 75 m, luego de lo cual cam-
bia de rumbo y vuela 100 m, siguiendo una direcciéon y sentido que coincide con
el unitario de R = -5i +12j, con respecto a la pista.

33.1. Encuentre la posicion final del avion con respecto a la pista.

33.2. Encuentro el vector unitario paralelo a la posicion final del avién con
respecto a la pista.

34. Dos pistoleros A y B se encuentran sobre el mismo plano horizontal. B se
encuentra respecto a A en el punto ( -2,0,-3) km el pistolero B lanza una moneda
en linea recta en la direccion: S30°E; angulo de elevaciéon de 60° y cuando recorre
una distancia de 200 (metros) es impactada por una bala del pistolero A. Deter-
mine:

34.1. La direccion del disparo.
34.2. El vector unitario paralelo a la direccién de lanzamiento de la moneda.

35. Desde lo alto del edificio de administracién de la Espoch (6 metros) por
medio de un teodolito medimos un angulo de 15° sobre la horizontal y una dis-
tancia de 25 km al Chimborazo. Giramos el teodolito un angulo 150° y medimos
un angulo de depresion de 12° al estadio olimpico y estimamos una distancia de
2.5 km.

Determinar:
35.1. La distancia entre el Chimborazo y el estadio.
35.2. La posicion del estadio respecto al Chimborazo.

36. Un avién de aeromodelismo despega la direccion N60°E; dngulo de ele-
vacion de 30°. Luego de volar en linea recta 600 m gira en la direcciéon SE, angulo
de depresion de 60° y luego de recorrer en linea recta 300 m (metros), se estrella
contra un arbol. Determinar:

36.1. La posicion del drbol en el espacio en funcién de los unitarios Z]i k res-
pecto al punto de despegue del avion.

37.Un vector cuya magnitud es de 100 unidades tiene una linea de accién cu-
yos cosenos directores son: cosx = 0.7, cosp= 0.2 respecto a un sistema de coor-
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denadas XYZ. Si el vector esta localizado en el espacio y en el primer octante y se
aleja del origen, exprese al vector en términos de i, j, k. Determine el fiel &ngulo
director de elevacion é.

38. Para qué valores de m formaran un angulo de 60° entre si, los vectores que
van de: (2,-7,-3) a (7,1,-3) y de: (8, m, -4) a (4,-2,1).

39. Dados los vectores:
A=2i +3j- 6k
B=-2i +6j+ 3k
C=4i -2j- 3k
D=ai -bj-ck

Determinar: a, b, ¢ si el vector Desla posicion de A respecto a B més el vector
C.OseaD= P 5t C:

40. Un avion se mueve a 100 km/h en una direccion N32.5°0:

40.1. Encuentre las componentes del vector de velocidad en las direcciones
Norte y Oeste .

40.2. Después de 3 s (h), ;qué distancia al Norte y al Oeste, respectivamente,
se ha desplazado el avion?

41. Un cartero recorre 30 m hacia el Norte, 25 m al Este, 12 m al Sur y luego
sube en un elevador 36 m en un edificio, ; Cual es el desplazamiento final desde el
origen?
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